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SYSTÈMES D'ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES 


Par M. CHARLES. RIQUIER 


Introduction. 


La définition que nous avons cru -devoir adopter pour les intégrales 
singulières, objet du présent Travail, en la faisant découler, par simple 
opposition logique, de celle des intégrales ordinaires ('), est basée, 
comme cette dernière, sur la considération d’un caractère qui peut se 
manifester ou disparaitre suivant la forme que l’on donne au système 


. différentiel étudié. Elle nous a conduit, après constatation de certaines 
propriétés dont jouissent les-intégrales générales d’un système total 
i‘ passif, à formuler, pour divers types de systèmes d'équations aux 


dérivées partielles qui se rencontrent fréquemment, des énoncés où 
interviennent, en mème temps que les intégrales singulières du 
système envisagé, les intégrales générales d’un système total corres- 
pondant. Voici, très brièvement résumés, la méthode que nous avons 
suivie et les résultats que nous avons obtenus : quelque modestes 


BS: Voir la suite de l’'Introduction, V. 
AE Éc. Norm., (3:); XLIV. — payee 1927. 
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que soient ces résultats, peut-être le point . de vue qui fact a fournis 
contribuera-t-il à orienter plus sûrement de futures recherches. 


I. Considérant une fonction analytique de DNA définie par un 
simple développement entier en æ—%6, Y — Yo, ---, hous nomme- 
rons phase de nullité de cette fonction l’extrémité finale de tout are 
continu (') partant du point fondamental (2%, Ye, -. .) et jouissant de 
la propriété suivante : « La fonction considérée, calculable par 
cheminement sur l’arc dont il s’agit, atteint la valeur zéro à son extré- 
mité finale; mais elle ne l’atteint jamais tant que l’on s’astreint, pour 
chacune des indéterminées (réelles) dont l’arc dépend, à faire exelu- 
sion de la valeur finale, en remplaçant celle-ci par une autre située 
en decà et indéfiniment voisine. » | à 


Il. Considérant un groupe de fonctions analytiques de x, MIRE en 
nombre limité, définies chacune par un simple développement entier 
ÉD D EE do ae nous nommerons phase singulière du groupe 
l'extrémité finale de tout arc continu, A, partant du point fondamental _ 
(Xo, Yo, ++.) et jouissant de la propriété suivante : « Les diverses 
fonctions du groupe sont calculables par cheminement sur l’are A 
tant que l’on s’astreint, pour chacune des indéterminées dont l’are | 
dépend, à faire exclusion de la yaleur finale, en remplaçant celle-ci 
par une autre située en decà et indéfiniment voisine; mais l’une au — 
moins des fonctions du groupe cesse d’être calculable sur l'arc A, si 
V onn rein Heu aucune dés indéterminées la valeur finale,» = 


LA 


I. Étant donné le système total passif ‘+ premier ordre 


Aye 
(1) On; = Fute wee My +1 UK) (enr ef; +5 À} 


- 
# 


| te le groupe des seconds membres F,;, et proposons- “nous 
d’en rechercher les phases singulières. Les intégrales générales, 


(2) ‘ — = Ur, AT Ce Gan) Cra ei 3 a 


(1) Voir Les Systèmes d'équations aux dérivées partielles, n° 37. 


~ 


LAS 14: 
k (VEN 
\ fe \ 
à LA “a 
rays: 
; \ ; 


a 
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du système (1) ayant été formées de telle façon que, pour les valeurs 
fondamentales des / variables a, elles se réduisent à de simples 
fonctions {néatres des constantes arbitraires C;, ..., G,, tracons, à 
partir du point fondamental de l’espace [[æ,, ..., a,|], un are, 
A,(p, ..-), dépendant d’un groupe d’indéterminées, p, ...; puis, à 
partir du point fondamental de l’espace FLE ae Ce] Sele 
A.(q, ...), dépendant d’un deuxième groupe d’indéterminées, g, ..., 
qui n'offre aucune indéterminée commune avec le groupe p, .... En 
supposant les intégralés générales (2) calculables par cheminement 
SHOT ACT SU), Ac (9, 0 l;cle point’ (m),>) 0, ux) :décrira, à 


partir du point fondamental de l’espace [[w,, ..., u,]], un are, 
Au(pP; ..., 9, ...), dépendant à la fois des indéterminées p, ... et 
des indéterminées g, ..., et dès lors, le point (x,, ...,æ,u,, ..., Us) 


décrira, à partir du point fondamental de l’espace 
[lz cs Cp Us...) ux], 


ADS be acy 29. Fe +): Solvent 


(E,, ... À) Vextrémité finale de l'arc A,.(p, ...); 
Vapor 2a Yap celle de l’arc ASC AS 
Go uéelléde l'arc À;(p,:..,9,:7..). 


Cela posé, si l'arc [A (p, ...), Ac(q, . :.)], praticable pour le calcul 


Dar cheminement des intégrales générales (2), fournit par son extrémité 
P 8 


finale 


(ise . PAT V1, oa 57h) 


une phase de nullité du déterminant différentiel 


Vare [Az(pj...:); Au(p, 325705 | ne pourra manquer de fournir, 
par son extrémité finale 


(&, oneyg Ts U1, wy ey Uk), 
une phase singulière du groupe des seconds membres F;,;. 
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D'où la conséquence suivante : 
_ Les intégrales générales, (2), du système (1) ayant la forme ci- 
dessus spaced! et ces intégrales étant supposées connues, consi- — 
dérons le système obtenu en adjoignant aux k relations (2) la relation 


LES 


dans ce système, qui “ie les h+ 2k indéterminées | vi, os fm 
Li 5 oa ts CEE ae LORE solution numérique, 


; (4, + "7: 4a. BB or sey Bi ie 


fournira, en y faisant abstraction des valeurs a 3s 
Cr, la phase singulière os 


AE i ah En, . Ds +. Ue) 


~~ 


ie BDURS des F;, ï,j À a condition toutefois que 


Vs ; Eh Tos 4 Ye) ies à té. “nt ey 
| soLPectramite finale d’un : are He À: AS At a 3 bare epour LE “0 
le caleul par cheminement des intégrales générales (2), et tout le long” ss 
duquel en excluant la valeur finale de chacune des indéterminées | | sieht 
| an Dea , le déterminant différentiel An ‘atteigne jamais la Spee At 
valeur numérique : zéro. Sous réserve de cette restriction, indispen- : de 
sable pour la rigueur, on se trouve conduit à éliminer, si re 
C,, ..., Centre les # +1 SAUCE du système fini [(2), (3)]- 

Observons maintenant qu’en raison des conditions particulières 
imposées ci-dessus aux équations intégrales (2), leur formation pré- | * 
sentera souvent de grandes difficultés, et que, dès lors, les: calculs à RME 
‘effectuer pour l'élimination, ainsi que les vérifications relatives à a 
_ restriction de cheminement, deviendront pratiquement inexécutable LE 
mais on peut tout d’abord, en ee qui concerne le calcul d d'élimination, — 
s'affranchir entièrement de ce surcroît de complications. LE I ee 

Effectivement, si, dans l'espace | à A+ dimensions (réelles ou 


tnaginaires) | [miss mur, de ux) |, on considère la figure me 
; ‘ : M B bas cant 2 Ball Rea ae Be 


Fo(a, y, 3, Ci, Cx) = 0 


Te ee Or ee Ce a Pe, eae ae. NST 
‘ , ae, V TV »! se : 3 
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variable à Æ paramètres que définit le système des # équations 


MA es Erin clipe ars CE) 0; 
(4) LT RL PAP da a 2 à 4 


ns hais HUE (Pes RO) Os 


cette figure variable a h dimensions admet, en général, une enveloppe 
a h+k—1 dimension, dont l'équation réduite s’obtiendra par l’éli- 
mination des paramètres C,, ..., Cy, entre les k équations (4) et la 
relation ED | | 
5) 2 (Mao: Me) qu). 

Ds en A EU) 


le système [(4), (5)], en général normalement résoluble par rapport 
à E +1 des coordonnées, définira une caractéristique à h — x dimen- 
sions (?). 

On conclut de là que, dans l'élimination indiquée ait haut sur les 
systèmes [(2), (3)], le résultat est indépendant de l'écriture adoptée 


pour. les équations intégrales générales du système (1), lesquelles, 


(1) A cause de l’équation (5), cette élimination ne peut s’effectuer par es résolution 
_des équations (4). 
() MES : 


rhe, k =1. Dans P espace [[x, y]], la ligne variable F(x, y, C)=o admet, en 
général, une ligne enveloppe, dont l'équation réduite s'obtient par l'élimination du 


paramètre C entre les deux équations F(z, y, C)= 0, oF =O; l’enveloppe touche 


d’ailleurs en un simple point chacune des enveloppées. 
% h=1,k= 2. Dans l’espace [Læ, y; 2]], lacligne variable 


Pia 54), Gt, Gx) =, Fo(2, ¥,-2, Gi, G2) =0 


admet, en général, une surface enveloppe, dont |’équation réduite s'obtient par l’éli- 
mination des paramètres C1, C entre les trois équations F,(æ, y, 4, C1, G2) = 0, 
TE =o; l'enveloppe touche d'ailleurs en un simple 
point chacune des développées. 

- 30 RS, k =1. Dans l’espace (Es, He z]h la surface Sireble Lie, ¥) 2; G) =0 
admet, en général, une surface enveloppe, dont l'équation réduite s ‘obtient par l'éli- 


OL 
mination du paramètre C entre les deux équations L(æ, y, 2, Ch = 054 PTE = 0; 


ely enveloppe se raccorde d’ailleurs suivant une ligne avec chacune des enveloppées. 
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définissant toujours, dans l’espace [[a, 415 Diy Uys le) ue] |) da 
méme famille de figures, ne peuvent manquer, quand on effectue sur 
_ ces figures une recherche d’ SHTGOPRCs de conduire taunts au méme 
resulta . 
Si, après avoir procédé a cette recherche le plus sitaplowene qu’on 
aura pu, on juge insuffisamment commodes les vérifications relatives 
à la restriction de cheminement telle que nous l'avons formulée, on 
t{ichera d’ apercevoir, soit par l’examen direct du groupé des F;,;, soit. 
par toute autre voie qui semblera praticable, si les divers points de 
l’espace REZ UE OR ER ES ux] | fournis par l'élimination sont 
bien tous des phases singulières (II) de ce groupe. 


IV. Étant donné un er partiel da premier ordre, Kasaire par Fe 


Reone aux dérivées des fonctions inconnues qui s’y trouvent | 

“engagées, et présentant la structure de ceux que l'on considère dans 

la méthode d’ intégration - de Jacobi généralisée ('), on peut, à l’aide 

_ d’un mécanisme très simple, lui Dire correspondre un système total 

| auxiliaire, tel: 1° que la passivité du système partiel entraîne celle 
du système total; 2° que les phases singuliéres du groupe des seconds 

membres soient fournies, dans Pun et dune l'autre seiner oer les 

extrémités finales des mêmes arcs. > | 

Tout système partiel non linéaire du prémier se n tt à 


qu'une seule fonction inconnue, et résolu par rapport à diverses 


_ dérivées ONE de. cette inconnue, jouit de la méme propriété. 


V. Considérant actuellement un systeme queleonque d'équations 
‘aux dérivées partielles dont les premiers membres soient analytiques 


et les seconds membres nuls, désignons par a, y, ... les variables | à 
‘indépendantes, par u, °, ... les fonctions inconnues engagées dans le ; 


systéme et, nommons prope d’intégrales tout. groupe de fonctions, 


PS ET EE “tte, PIN Vita ye ORO RES 


() Ges systèmes peuvent impliquer un nombre quelconque iG fonctions i inconnues; 
_ voir Les Systèmes d'équations aux dérivées im hee n° 206.- | 


~~ 


« 
= 
~ 


7 
Mg 
#1 

a 
Le 


3.4 


eee 


deviennent singulières. 
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qui, substituées à uw, », ..,, transforment en identités les diverses 


équations proposées. 

Dans ce système, un groupe d’ intégrales, supposées analytiques, 
sera dit ordinaire, si l'on peut assigner aux variables indépendantes 
quelque domaine de variation tel, que non seulement les intégrales 
dont il s’agit y soient régulières, mais que, de plus, leurs valeurs, 
prises conjointement avec celles de leurs dérivées et des variables 
indépendantes, restent toujours intérieures à quelque domaine où 
tous les premiers membres du système le soient aussi, 

Dans ce même système, un groupe d’intégrales, supposées analy- 
tuques, sera dit-singulier, s’il n’est pas ordinaire, ou, en d’autres 
termes, si, dans la région de convergence du groupe formé par les 
développements iniliaux des intégrales, et aussi loin que ce groupe 
puisse être prolongé analytiquement, les valeurs des intégrales, 
prises conjointement avec celles de leurs dérivées et des variables 
indépendantes, ne sortent jamais d’une région où le groupe formé 
par l’association des premiers membres cesse d’être régulier; d’une 
région, notamment, dont tous les points soient des phases singulières 
ie ce dernier groupe. | 

Il importe de ne jamais perdre de vue la relativité de la distinction 
ainsi établie entre les intégrales ordinaires et les intégrales singu- 
lières : un système différentiel étant donné, une même figure inté- 
grale peut être, pour lui, tantôt ordinaire, tantôt singulière, suivant 
que le système est mis sous telle ou telle forme ("). 


(1) Par exemple, l’équation aux dérivées PR 
dz dz\? oz oe Og 
(s—2 55 de by Tan” dy 


n'admet évidemment aucune RTE singulière, puisque son premier membre est 


oa. ZB 
une fonction entière de x, y, 2, oa er considérés pour un instant comme cing 
dy 


variables indépendantes distinctes; en particulier, les intégrales évidentes 3=C(#+y) 
[C constante arbitraire] en sont des intégrales ardinaires: Mais, si l’on écrit l’équation 


sous la forme 
| 0z 02 03 __ 03 = 
na ei T dy. | 


il résulte de la théorique analytique de la fonction radicale que ces mêmes intégrales 


. 


CHARLES RIQUIER. . 


Il va sans dire, enfin, que, lorsqu'il s "agit d'un ot différentiel 
résolu par rapport à telles ou telles des quantités qui figurent dans 
ses équations, c’est, d'après les définitions posées ci-dessus, le 
groupe des seconds membres que l’on doit envisager fois opérer la 
distinction entre les deux sortes d’intégrales. 


VI. La méthode que nous allons indiquer, applicable aux divers — 
types de systèmes passifs du premier ordre ci-après énumérés, permet 
souvent de réaliser un notable RASE dans la recherche de leurs 
intégrales singulières. fs 

A. Sani oe fs d'équations différentielles totales du premier + 14 Shots 

ordre. | a = ait Se Rot SPE ona 3 a ie + 

. Considérons le système (1); les variables indépendantes quis pee 

trouvent engagées étant en nombre , et les fonctions inconnués en | | 

nombre &, ses intégrales analytiques, tant ordinaires que Were = a LCA 
sont des figures à / dimensions, situées dans I’ espace ah+k k dimen- ee 

sions (réelles ou imaginaires) FE heey CAL US aca ul]. 3 

Se reportant aux conclusions finales de l’alinéa III sur les Lee: 


singulières des seconds membres d’un système total passif, on 
formera les AUS intégrales générales, AT ate 


GER. Th, uy, = es Cy oe HAE TS dn gees 3 


ee ee 


us ce say Cx): =o, 
du systeme (1 ) auxquelles on LR la relation 


, Pe Rape 
= AB Gay ony Cn) 


* 4 


En éliminant, si possible, entre ces re +1 relations, Pune des cons 

tantes arbitraires, C, par exemple, on obtiendra dans |’ espace à ‘ mee. 
h+ k dimensions une famille de figures à A dimensions, dépendant ke Ts 
des paramètres C,, . + Cyr et dont tou® point sera, sauf verification, Die 
une phase singuliére du groupe des seconds membres F;;. On tachera 

alors d’apercevoir si I’ attribution a à Ci ce Ge d de ous ou ee 


Ca 


dimensions situées dans Fespace à huit dimensions 
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valeurs convenablement choisies peut fournir des intégrales du 
système (1). 


B. Systèmes passifs du premier ordre ayant la forme linéaire par 
rapport aux dérivées des- fonctions inconnues, et intégrables par la 
méthode de Jacobi généralisée. 


Supposons, pour fixer les idées, que le système considéré implique 
les trois fonctions inconnues w, +, æ des cing variables indépen- 


ndantesin press, 1, et qu'il soit résolu par rapport aux dérivées 


(premières) relatives à w, y, = de ces inconnues; ses intégrales 
analytiques, tant ordinaires que singulières, sont des figures à cinq 


f 


, 


[[2, Py By Sy LOU, VY; w]]. 


Au système partiel donné on fera correspondre un système total 
auxiliaire, impliquant les cing fonctions inconnues s, 4, u, 6, w des 
variables x, y, z, et jouissant, vis-à-vis du système partiel, de la 
double propriété énoncée à l'alinéa IV. On formera ensuite les 
équations intégrales générales du système auxiliaire, et, les seconds 
membres de ces dernières étant supposés nuls, on. égalera à 
zéro le déterminant différentiel de leurs premiers membres, pris 
par rapport aux constantes arbitraires «, 3, V à, À. En éliminant, si 
possible, entre ces six relations, trois des cinq constantes, y, à, À 
par exemple, on obtiendra, dans l’espace à huit dimensions, une 
famille de figures à cing dimensions, dépendant des paramètres «, 8, 
et dont tout point sera, sauf vérification, une phase singulière pour 
le groupe des seconds membres du système total a donc 
aussi du- système partiel proposé. On tachera alors d’apercevoir si 


«l'attribution à «, 8 de telles ou telles valeurs convenablement choisies 


peut fournir des intégrales de ce dernier. 
Ge Systemes passifs et non linéaires du premuer ordre n'impliquant 
qu'une “eur fonction inconnue. me athe 


Connie, pour fixer les idées, que à fonction inconnue, 4, qui 
+ Ann. Ec Norm., (3), XLIV. — JANVIER 1927. 2 
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se trouve engagée dans le système, dépende des cing variables mire eae: 


1] re du du du. 
3, 5, t, et que le système soit résolu par rappo à don Det 


Au système partiel donné on fera correspondre un time total 
du du 3. 
auxiliaire, impliquant les cinq fonctions i inconnues 5, t, uy van Had es 
trois variables æ, y, 2, et jouissant vis-à-vis du système partiel, de la. 
double propriété énoncée à l'alinéa IV. En opérant, mutatis mutandis, 
‘comme nous r avons nie _ rue Rea du Ape B, « on n fomtbera € a 


da du ‘ 
traire, que les quantités 2 @, Yo 3 5, 1h Ur an? dt et done) toute e solution | \ 


numérique sera, sauf vérification, une phase singulière pour le. 
groupe des seconds membres du système total auxiliaire, done : aussi = 
du système partiel proposé. On tâchera alors d’ ’apercevoir si quelque 
intégrale de I’ ATP ainsi obtenue vérifie e en même temps « ce dernier > 
système. : j pie rae 


CHAPITRE I. 
| _PSEUDO-FONCTIONS | CALGULABLES PAR CHEMINEMENT LE LONG D'UN ARES 


= eS ? 
. COMPOSITION DES PSEUDO-FONCTIONS ; RUE RIRES af M 
"PHASES DR NULLITE DES PRO TONGS. LEURS ‘PHASES, “SINGULTERES, 


> 
~ ae 
a — > 
: 


1 En i 


t 
‘ 


Raper de Ar générales relatives à Ja continuité, : ale 


1. Nous nommerons point an coordonnées tout système de valeur 
particulières attribuées aux n variables réelles a, SRE été eipace à à 
__n dimensions l'ensemble des points à n coordonnées; ¢ cet Pig a | 
RES pa la notation Ile, Yoo 1] GE 


(7) Nous généraliserons plus loin (ne 10) le sens de la notation ln. PE oll 
Vétendre au cas où les variables sont Hs 2 
t 2 | 
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La distance des deux points 
(Li: Yi 1.) (Las Vo +++) 


est, par définition, la racine carrée non négative de la quantité 


- CR he) RLY Vay) s 

si, notamment, il n’y a qu’une seule variable réelle, æ, la distance des 

deux points a,, x, est égale au module de la difference x, — x, ('). 
Pour que deux points soient identiques, c’est-à-dire pour que leurs 

coordonnées semblables soient respectivement égales, il faut et il 

suffit que leur distance soit nulle. | 


. Dans l’espace à nm dimensions on a souvent à considérer, à 
l Elinor de tous les autres points, ceux dont les coordonnées satis- 
font a telles ou telles conditions, d’une nature absolument quelconque 
d’ailleurs; leur ensemble constitue ce qu’on nomme une région de 
l’espace à » dimensions. 

On peut établir tout d’abord la propriété suivante : 

Dans l’espace à n dimensions (n° 1), si la distance de quelque point 
fixe de cet espace à un point variable d'une région donnée R reste 
toujours inférieure à quelque constante positive, tout point fixe jouit par 
rapport à ® de la méme propriété: la région, en pareil cas, est dite 
limitée (?). 


3, Un point fixe sera dit complètement extérieur à une région donnée 
de l’espace à n dimensions, si sa distance à un point variable de cette 
dernière reste supérieure à quelque constante Peo 

Une région sera dite complète, si tout point n’en faisant pas partie 
lui est complètement extérieur. 


“AA Désignant pal Le; JonstCérIAINEs valeurs particulières des 
n variables réelles x, y, ..., et par X, Y, ... d’autres valeurs particu- 


(1) Nous appelons module d’une quantité réelle ce qu'on nomme habituellement 


valeur absolue de cette quantité. 
(2) Voir Riquier, Les plate es me equaions aux dérivées partielles, n° 2.’ 


i vy + Ven eee Ba 
À hor has PL Pe Fs 3 + at = 
PR nn 
< = aie) Cr — hy 
ee CHARLES RIQUIER. 


lières des mêmes variables, respectivement supérieures aux premières, Ka 
nous nommerons intervalle complexe la région pees espace [7 Pr ae me 
définie par les » relations simultanées . SES Se | 


dont chacune, considérée sont, définit un inter alle rine 
Un intervalle complexe constitue une région limitée et complete de M 


té. 


l'espace [ta y, aa | (‘). | ees a =f res age ate | 


. Désignant par x, 7, .. . des variables De en nombre quel- a 
conque », considérons une région R extraite del’ espace Hs PSS ve -1] aa 
et supposons qui à chaque point (2, y, ...) de la région on fasse, de | 

| quelque manière, correspondre un ensemble de constantes réelles ou 
imaginaires (soit une, soit plusieurs, soit une infinité), dont chacune 
s’appellera. pour abréger, une car -actéristique du point. | 
Sur ces données persue en outre l hypothèse suivante : REP ET 


Si un point (a, Yo. -.) de la région admet parmi ses. caractéristiques 
la constante hy, tout point. de la région R su ffisamment voisin du pré- 
_cédent admet parmi les siennes quelque constante dont la différence eS 


aed un module 4 in férieur à une FAR positive assignée d avance. 


End’ autres trate, sil on considére un point déterminé ( (x, Fas = fe 
i la région &, une caractéristique déterminée à de ce’ point, et une 2 + 
constante positive arbitrairement donnée 4, on “pet assigner une 

-constante Bais ° telle que la relation | RS eat 


Ses 


a VERO =e Bhy à PEN 

supposée vérifiée pour un point TT aay oe de la région aR, entraine +. 
pour ce dernier point I’ exioreace: de quendae Mey oy a satis- pe 
faisant à la relation | e , a ae 


mod (à - — is) <2 


Meth This Be OO TES et RS EEE Crete ta. heat 
, ee. Ye 
= iz , | 
; 4 ; LR 
Y : = 
cs 
rt Va 
- ‘ . oe oe 
D As ie! A 
D SCT a 
MIS Sheed 
- - a ght 
See : ¢ 
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6. Les mémes choses étant posées qu'au n° 5, et la région R étant, de 
plus, limitée et complete, on peut assigner une constante positive, L, telle 
que tout point de la région admette, indépendamment de sa position, 
quelque caractéristique de module in férieur WL ('). 


7. Les mémes choses étant posées qu'au n° 5, et la région R étant, de 
plus, limitée et complète, si, quelle que soit la constante positive w, la 
région Recontient quelque point dont toute caractéristique présente un 
module inférieur à w, elle contient nécessairement aussi quelque point 
dont toute caractéristique est nulle (3, : 


8. Les mêmes choses étant posées qu'au n° 5, et la région R étant, de 
plus, limitée et complète, st toutes les caractéristiques des divers points de 
la région sont des quantités différentes de zéro, on peut assigner une 
constante positive, l, telle que tout point de la région R admette, indé- 
pendamment de sa position, quelque caractéristique de module supérieur 


à L(). 


9. Les mémes choses étant posées qu au n° 5, et la région R étant, de 
plus, limitée et complète, on peut, une constante positive « étant donnée, 
assigner une constante positive $, telle que deux points arbitrairement 
choisis dans la région R à une distance mutuelle moindre que $ admettent 
respectivement, au nombre de leurs caractéristiques, deux quantités dont 
la différence ait un module moindre que à (*). 


10. Nous nommerons premier et second élément de la quantité ima- 
ginaire a’ + ta” les deux quantités réelles a’, a’. 
Si aux 7 variables 


(1) 6 Se Aes PV ENT Te) 


on attribue tous les systèmes possibles de valeurs imaginaires, les 
systèmes de valeurs réelles que prennent alors leurs 2n éléments 
| | 

(2) Ibid., n° AL. 

(2) Ibid., n° 42. 

(3) Ibid., n°13. | as 

(+) Ibid., n° 44. | 


A 
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redonnent les divers points d’un espace à 27 nn 
ane 


wo fie . 


‘Il arrive d’ailleurs sans cesse qu’ ‘on ait a chasidanae See TE 


TA 


dans telle ou telle question, les systèmes de valeurs des 7 var iables (1) 
; ies 


satisfaisant à tel ou tel groupe de conditions entre leurs an élém rents, , 3 
ou, ce qui revient au même, les ee situés slang: telle 0 : all 
région de l’espace (2). + Oe EE TN 

Dans l’espace à 2n dimenstons €) à Ja Dre duquel on . 
est conduit par celle des n variables i imaginaires (> by Late i 
conque ees | PERTE | 

ry (wy: PL re Ws iS Ji 

se désigne tout aussi bien par la notation 7 


eet 


aI ne rr 


à 
4 


et les valeurs x, y, ... se nomment, en pareil cas, les ( oordon nnées rs 


ee 
HP = 
imaginaires s du rs ti Re (2) 4 se désigne | de même par lanotatio on 


,~ ee HE 


Sek eae re os Le RP 


J snl 
=~" ~*~ — 
‘ 


. DÉC nee ce 
HET Hi, s Naty 


we 


= 


a 


& 
‘leur distance, égale par définition (n° 1) à 


ve te) GE FU FEO 


peut évidemment s’ écrire sous la forme 


be) Fi Pee iln’ya qu’u une seule Ran imaginaire 2, Agar a 


tance des deux points x,, æa est égale au reas de Ta dite = 
rence Pi. | + Mh? Te ae 


11. Sant 


EAN Mer A TES ade. À 


a 
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n variables indépendantes, que nous supposerons, indifféremment, 
réelles ou imaginaires. es 

Une fonction f(a, y, ...), bien définie dans toute l’étendue d’une 
région @ de l’espace |[a, y, ...]| ('), est dite continue dans cette 
région, si, un point (2, Yo, ...) de la région et une constante posi- 
tive « étant donnés, on peut leur faire correspondre quelque cons- 
tante positive @ telle que les relations simultanées 


mod(a—a)<®, mod(y—yo)<B, os 


supposées vérifiées pour un point (a, y, ...) de la région ®, entrai- 
nent comme conséquence nécessaire la relation 


re J mod[ fée, y, ..)— fl ¥0) Yor és )I< 4; 


ou, ce qui revient au même, si, le point (2, yo, ..-) et la constante « 
étant donnés, on peut leur faire correspondre quelque constante posi- 
tive y, telle que la relation ; . 


Vmod(xr— 2) + mod(y — yo)? +...< y, 


supposée vérifiée pour un point (a, y, ...) de la région ®, entraine 
| comme conséquence nécessaire la relation (3). | 


1% Si l’on observe que, dans le cas où les variables a, y, ... sont 
‘imaginaires, l’espace [[æ, y, ...]] n’est autre chose, par définition 
(n° 10), que l’espace (2); si, d’un autre côté, on compare à notre 
hypothèse générale du n° 5 la définition, donnée ci-dessus (n° 11) de 
la continuité, on voit immédiatement qu’elle s'en déduit par la simple 
 supposition que chaque point de la région R possède une caractéris- 
_tique unique. Nous pouvons donc, sans autre démonstration, énoncer 
les théorèmes suivants : 
1° Si une fonction est continue dans une région limitée et complète, : 
son module y reste constamment in férieur à quelque quantité iæetn° 6); 
2° Si une fonction est continue dans une région limutée et complète, 
| | (1) Cet espace est à n ou à 2n dimensions, suivant que les n variables a, y, .. 


sont réelles ou imaginaires. 


= 


) sop ES A es ae 
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et quelle y puisse acquérir un module in férieur à toute quantité positive re 
donnée, elle s'annule certainement en quelque point de larégion(n°7); 
3° Si une fonction est continue dans une région limitée et complète, 
et qu'elle ne s'y annule jamais, son module y reste constamment supé- artes “4 
rieur à quelque quantité positive fi fixe (n° 8); Le RTE NE S A x fe 4 
4 Siune fonction f(a, y, ...) est continue dans une région bites te | 
et complète, on peut, un Smee positif « étant donné, assigner un 
nombre positif 3 tel que, pour deux points (æ,, Yi, ---)» (Lar Ya) arbi 5500 
trairement choisis dans la région à une distance ar moindre eo. 2 
que (3, la différence 3 ROSE “i SEE 


y < ; ma 
a . 4 « + 
. e “1 


FAC TES )— (en Ya Éd 
présente un module moindre que à (n° 9). 3 


Observons enfin : 5° Que . module Pune. fonetion continue 
f(z, Yoo s) est ae une fonction continue; il suffit, pour s'en. 
convaincre, de se reporter à notre (RER du n° 11, et de remarquer 3 
que la lie HSE SE 

Pa oe mod [ f(x,y, nes D fige <a a LES 


entraine comme conséquence nécessaire ~ ; + TES 


val. abs. [mod f(a, y,...)— mod f(20, Yo, --.)] <a 


“ 


Pseudo-fonction calculable par cheminament le a oop arc. i À 


13. Dante par s,t ete LOS rattablés réelles, en nombre quel 
conque p, nous nommons, comme il a été dit au n° 4, intervalle com- 
plexe de l’espace [[s, ?, ..-]] l'ensemble de tous les systèmes d de valeurs 
dont les éléments 5, t, ... se trouvent respectivement compris « dans 
p intervalles RACE limités (sans exclusion des valeurs extrêmes de. À 
_ces intervalles). 3 | ee 
| Désignant ensuite par 2, sos des variables imaginaires, en 
nombre Aer a et considérant l’ensemble des n formules … 


\ 


, KL.) À | \ LT = = 9 (5,00, ye «xy: + ae fs à "à ar a a : Ss i 
: P PAS fy. 9) NUS NS 4 i Pa wee 


ss wees f 
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où les fonctions @(s, ¢,...), (5.1, .:.); ... sont supposées toutes 
continues (n° 11) dans un même traite complexe, J, de l’espace 
LÉ .|], nous dirons que les formules (1) définissent un arc con- 
tinu à p Re ou, plus simplement, un arc à p variables tracé dans 
l’espace [[x, y, ...][. Nous appellerons durée (complexe) de l'arc 
l’ensemble des systèmes de valeurs de s, 7, ... compris dans l’inter- 
valle complexe J; l’un quelconque de ces systèmes de valeurs portera. 
le nom d’instant, et l'association des n valeurs imaginaires que les for- 
‘mules (1) assignent alors aux variables x, y, ... sera le point corres- 
. pondant de l'arc. En particulier, si, dans chacun des ‘intervalles 
simples où s,{, ... sont respectivement assujettis à varier, on con- 
vient de considérer l’une des deux valeurs extrèmes comme valeur 
initiale et l’autre comme valeur finale, il faudra entendre par instant 
initial (ou final) de l'arc le système formé par les valeurs initiales (ou 
finales) des, #, ...; par point initial (ou final) le point qui correspond 
à l’instant AS (ou final). 

Si l’on considère, d’une part, une suite brisée (et limitée) d’instants, 


DONS PES PA CS etal Sasi SO PAU EP AR on Sys RE 


pris dans la durée J, d'autre part, les points correspondants de 
l'arc (1), on obtiendra sur ce dernier une suite brisée (et limitée) de 


points, 
| (aies) (Ha, Vas se) (Ts, Va it 0 
(3) (ro aMehoie © ofleriana! vielen ae sde ola olin ele sis he laalensi à ei ee ; 
(CENTRES ss (2g, Yes 2.) 


qui seront les sommets successifs d’un chemin imscrit dans l’arc. Ce 
chemin inscrit sera dit admettre comme régulateur la quantité posi- 
tive p, si les différences 


formées en comparant deux instants consécutifs quelconques de la 
suite (2)-sont toutes moindres que ¢ en valeur absolue. 
L’are (1) étant donné, ainsi que des constantes positives, &, Ex, ..+, EN 
Ann. Ee: Norm., (3), XLIV. — JANVIER 1927. 3 


pai a 
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> ae 

nombre n, ul existe pune: constante Ro ay ila bs les inegalitts BES : 
simultanées Sa | 1g 
mod (s'—s") <a, _ mod(é’ — PY El PAPE Ms oa 

| fe 2 ran * > | ne ny : me "4 

supposes verifies pour deux instants (s!, du.) (ee ye te ae 
diirée (complexe) JI; entrainént comme donséquerives nécessaires, re AK 
les ead bone ipOnishe dév’ are, les relations | PAS LE | at ae 
a mad ( wae") Le ex). sel i BAe < ep" ; # : q 

| Rx AE 

Car la dorée J cotées dans |[s, t, ami une région lente: Tansee 
complete où les seconds membres (1 ean, tous ee n° 12, h)s ie 
Wt 3 ‘ Z “ + . 4 ; ue " ee 

By “04 oh habe 2e Fe 

. En désignant, comme ci- essus, par x, y,. és variables ima- ah. 

FRE le en nombre quelconque, une région, @, del’ espace | [æ, bey Ags LR a 
ts sera dite continue, si quelque point fixe, (aes You -+)s choisi une fois Be us oe 
= 


pour toutes dans la région, peut être relié à tout point, (A, V3, yaa 
choisi dans cette dernière, par un arc continu ayant son point initial > 


CN CNET » son hela final en (X, ve ch ettous ses pointsdans “4 

PAR rÉPIOR ARE); DOCS 

La propriété conférée pat ia définition biécédente au point tee ee 

(Loy Yo - de la région @ appartient alors nécessairement, commie ae 

on va le voir, à tout point fixe, (2,, vus .), de cette mème région. I 
résulte en effet de la définition qu'en désignant par (X;,Y; LD RANCE 
point arbitrairement choisi dans & : 1° le point PTE MES à .) peut étre’: EYES 
‘hy rélié au’ point (ay, Jos :4.), par quelque are continu ayant son point. ie" 4.2 
TES initial en (ay, ÿ,, :2.), son point tinal. (2, yu Fat} ét entièrement = 


_ situé dans & ; que le point (ay, Yo -- -) peut être relié au point (X, Y, fi) 
par quelque are continu ayant son point initial en (TT son 


## : point final en (x: Y,...), et entièrement situé dans &. Finalement ER 
_ , done, le point (saws ...) peut être relié au point (X,Y,...) par : 
quelque suite d’arcs continus placés bout à bout dans la région &, le Bais. 
premier des arcs dont il s ‘agit ayant son point initial en (213 Vis mink ate 

_ et le dernier son point final en (X, Y, -+«)$ or, cotame nous l’avons #4 

Sok “établi ailleurs, cette suite d’arcs peut ques être “Hope pe un ee 

\ : nal , Bw ee 
| ; repent 

50 | ms NS ARTE ES 
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are oo ayant son point initial en (x,,y,,...), son point final 

en (X, Y, ...), et entièrement situé dans la région R('). | 
Une région & de l’espace [[+, y, ...]| sera dite normale, si elle 

satisfait à la double condition suivante : 1° la région ® est continue; 


2° tout point de la région & est le centre de Le domaine entière- 
ment situé dans R i À 


Nous dirons qu’une fonetion, /(æ, y, ...), bien définie dans une 


région normale, ®, y est olotrope, si, autour d’un point quelconque, 


Moti Vor), des fa région,, pris comme centre, on peut assigner : 
quelque domaine dans toute l’étendue duquel la fonction f(x, y, ...) 


soit exprimable à l’aide d’un même développement entier par rapport 
aux différences x — x, y — Yo, ... Les rayons d’un pareil domaine 
(qu'on doit supposer, naturellement, compris tout entier dans la 
région ®) se nommeront olomètres (simultanés) de la fonction au 
point (2, Yo, -.- )3 le développement entier, nécessairement unique, 
qui exprime la fonetion dans le voisinage de ce point sera dit avoir 
lieu à partir de (Go, Vos ...), et, par rapport à lui, les quantités «;, 
Yes: nel lues) SO nommeront Le valeurs initiales des variables 


_et de la fonction. 


_Lorsqu’une série entiére en 2 — do, Y— Yo, .… admet quelque 
système de rayons de convergence (et par suite une infinité), sa somme 
a une valeur déterminée en tout point (æ,y,...) tel que les dif- 
férences x.— x, y — Vo, ... présentent des modules respectivement 


inférieurs aux rayons de quelqu'un des systèmes; cette somme est 


(1) Voir le Manon intitulé Sur Les Ae tients partiels du premier ordre auxquels 
s'applique la méthode d'intégration de Jacobi, et sur le prolongement analytique 
de leurs intégrales (Annales de la Faculté des Sciences de l'Université de Tou~ 
louse, 3° série, t. VII, note des pages 78 et suiv.). Nous avons même fait voir à cette 
occasion que Fake unique ainsi envisagé peut étre supposé ne dépendre que d’une 


” indéterminée également unique : mais cette dernière considération ne nous à 


ici ançun Avantage, 


(2) Nous nommons domaine toute région définie par un système Ae relations de la 


forme 
ae) 2 Rx, mod(y — yo) <Ry, «--; 


ott (ao, Yo, --.) désigne un point fixe, et Ry; Ry, ... des constantes positives (> 0); 
ces constantes seront elles-mêmes les rayons du domaine, le yee (0, Yo. oo -) en 


sera le centre. %, 
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done une fonction bien définie de , yy ... dans la région ede conver- 
gence (évidemment normale) formée par pape eke ib penal en 


question. 


Cela posé, on prouve facilement : de que la somme de la série con- 


sidérée est une fonction olotrope de æ,y,... dans la région ainsi 
définie; 2° qu’en désignant par (a, y, ...) un point quelconque de 
cette dernière, et par R,, R,, ... des rayons de convergence choisis de 
manière à rendre positives les différences : 


_R;— mod(æ—x), R, y— mod(y — y), Rare 


la fonction admet certainement comme olomètres en n(x, vy a) les 
différences dont il s agit. 


_ Rappelons enfin qu’à toute fonction olotrope /(æ, y, ...) se ‘raleche 


un groupe indéfini de fonctions, olotropes dans les mémes limites 
que f(a, y, -.-), dont la considération joue un rôle capital dans les 
théories de l’Analyse infinitésimale : on les nomme les dérivées de tous 


ordres de Me Veer ey 0 A £5 ARR 


15. Les n variables DV ts Ont supposées imaginaires, ‘consi- 


dérons une série entière en x — ay, y — Yo, ++. admettant, autour du 
centre (2, Yo, -.-), quelque région de convergence, et définissant, 
parsuite, une fonction de æ, y, ... olotrope dans cette région (n° 14). 
A ce développement donnons la forme de Taylor (° ); puis désignant 
DAT (Lis Vis ve +) un point intérieur à la région, introduisons: ARE ce 
nel ement et dans toutes ses dérivées l'hypothèse RER 


ee CAE JS (ere +++): 
Se La connaissance ity sommes de ces divers don pen ca nous 
_permettra évidemment de construire celui de notre fonction à partir 


des nouvelles valeurs initialesæ,, Hyp io wee e deuxième développement 


de Taylor, entier en ge DO Co Mis aks aimee certainement — 


; {1}0La définition des fonctions dont il s'agit et les premières propriétés des fonc- 


tions olotropes et de leurs dérivées se trouvent exposées dans l'Ouvrage déjà: cité(Les 


systèmes d’ équations aux dérivées partielles, n° 42 à 58). 


» (2) Zbvd.,'n° 55. Re. : + “ Aaa ; 


~ 


‘à 
wes 
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quelque rayon de convergence (n° 14), et nous dirons pour abréger, 
qu'il se raccorde avec le précédent. 

Cela posé, considérons dans l’espace [[æ, y, ...]] un chemin brisé 
ayant pour sommets successifs 


(4) Wk; Yoo pee (24, Ex . al (Bn Yas ° mae CRC (Lo, Y'a à AE Cx; bite ae DE 


Si, à partir de ces sommets successifs, on peut construire autant de 
développements dont chacun se raccorde avec le précédent, et dont le 
premier ne soit autre que le développement donné, le chemin brisé 
sera dit praticable.relativement au développement donné. D’après cela, 
il faudra donc, pour que le chemin (4) soit praticable, que le déve- 
loppement donné admette des rayons de convergence respectivement 
supérieurs aux modules des différences 2, — 2, y, — Yo, ..., ce qui 
. permettra de construire, à partir des valeurs x,, y,, ...,'un deuxième 
développement se raccordant avec le premier; il faudra ensuite que ce 
nouveau développement admette des rayons de convergence respécti- 
vement supérieurs aux modules des différences x. — 2,, Ys—7Y,,..., 
ce qui permettra de construire, à partir de x, yz, ..., un troisième 
développement se raccordant avec le second; et ainsi de suite jusqu’au 
développement construit à partir de æ,, y,, ..., qui doit admettre des 
rayons de convergence supérieurs aux modules des différences X —x,, 
Y = y, ..., afin qu’un dernier développement puisse être finalement 
construit à partir de X, Y, .... | 
Lorsqu'une fonction de x, y, ... est olotrope dans une région, la 
connaissance du développement de la fonction à partir d’un seul point 
de la région suffit pour qu’on puisse construire, par l’opération éche- 
lonnée que nous venons de décrire, son développement à partir d’un 
autre point quelconque de la même région ('). Mais il va sans dire 
qu'on peut se proposer d'effectuer des cheminements analogues en 
prenant comme base des calculs successifs, non plus un développe- 
ment fourni par telle ou telle fonction qu’on sait être olotrope dans” 
telle ou telle région, mais une série entière en 2 — Los YŸ — Vos ++. 
arbitrairement choisie sous la seule condition. d’admettre quelque 


(2) Ibid., n° 87, IV et V. 


= pseudo - fonction de x,y, ... (1). 


e développements distincts, : ë x hs 


_ damental donné (admettant quelque domaine de’ convergence) sera 
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domaine de convergence. Tant qu'on ne sort pas de la région 7e con- 
vergence du développement initial, ce que nous venons de dire reste 
applicable, puisque la somme du développement définit, dans cette ~ 
région, une fonction olotrope des variables 2, y, ;., (n° 14); mais, 
au dela, toute certitude disparait, en général, quant ‘hie possibilitédu } 
cheminement. Il y a plus : si l'on, re: deux chemins brisés 


partant du point bE Res rare ee) aboutissant au même sommet final, “hi : 
ces deux chemins, à supposer qu'ils soient l’un et l’autre praticables Ta ae 
par rapport au développement donné, peuvent conduire, | suivant 165. >) sium 


cas, soit au même développement final, soit, au contraire, à deux ROMA" 


Nous nommerons, avec Méray, série ou vu développement ERA <: 
la série entière en 2 — 2%, Y — Yo, :: . choisie comme base des caleuls 


| précédents, et nous affecterons de la même qualification les premières | FFE * 
valeurs, a). yo, .., des variables indépendantes, ainsi que le point, = 
(20, Yo. --;)) dont elles sont les coordonnées. Un développement f fon- os ETS 


dit définir une pseudo-fonction analytigue, ou, plus simplement, he CA 


7 


ba ately 


Si à un développement fondamental quelconque on substitue TOR 
dérivée, d’ ordres partiels Ps > -.., tout chemin praticable relativement | x Me 
aux anciennes données l’est encore relativement ant nouvelles, et leg: iy xs 
développements successifs obtenus dans le second cas sont respecti- LÉ 

_vement les dérivées d'ordres partiels p,q, ... de ceux qu'on obfient) 5 
ee dans le -premier. Cette deuxiéme pseudo- fonction: se nomme la dérivée 5 Sag 
a’ dpt partiels p, de . de la proposée, OS CPR. LUS à 
Fe Étant donné un développement fondaeaen a entier par ar rapport i 
aux différences æ — Lo, Y — Yo, ---, traçons dans I’ espace RER : Abe ; 
un are continu (n° 13) partant du point fondamental, e’est-à -dire tel; , ES 
at aux valeurs initiales, Su» Lys a) des indéferminées réelles, ite ae 21e 


ont il dépend, corres Ports) pour Ti Ya. les coordonnées PNA ah | 
du point SNA enA (n° 15); l'instant initial (fat tor we sere: en Are 


f 


wD) La soe des auteurs ont pepe la dénomination « fonction on 
RE QE Là te | RTE ST 


\ 


/ 


+ 


2 
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pareil cas qualifié de fondamental. Dans cet aïc inscrivons ensuite un 
chemin brisé ayant son premier sommet au point fondamental; en 
d’autres termes, considérons, conformémeiit à ce qui a été dit plus 
haut (n° 13), une suite brisée et limitée d’instants . 


Sei dese SoS) Tie Paha arg hap H tapes ray © (By Tye va Pi 


commençant à l'instant fondamental, et faisons-lui correspondre sur 
I arc la suite brisée et limitéé des points 


Midas Makes Vas dl en ny PT Mn Noe De Cut Fe à 


dont le premier n’est autre que le point fondamental. 
(es posé, nous établirons la proposition suivante : 


St r on peut assig ner une constante positive 0 joulssarit de da pl opriété 
que les divers ss de rég eulateur o (n° 13) inscrits dans l'arc en ques- 
tion à partir du point fondamental soient tous praticables, le développe- 
ment final auquelon est conduit à l'extrémité d'un pareil chemin dépend 
uniquement de | ‘instant hae Sees ie en fournit le dernier sommet. 


I. Dans ce qui suit, nous aurons plus d’une fois à exprimer que 
deux chemins brisés de même extrémité, praticables par rapport à un 
développement fondamental donné, conduisent au même développe- 
‘ment final : en désignant par l 


dodo... -agÀ, 


DEE MEL AE APS 


les deux chémins dont il s agit, nous ex, primerons cette équivalence à 
l’aide de la notation | | | ie 


Wagaya. 12 AgA] = Wl ga, ay... ay Al. 
Ul. Si, par rapport à un développement fondamental donné, deux 
chemins brisés de même extrémité, 
Nae rye Go 4G, 7" agA, 
(6) . , . dia. Ag Ay 
sont praticables et équivalents, si, de plus, le chemin brisé 


A, A_... ag Ad rs Ars 


CHA RLES ae ER. 
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| aS 
obtenu fi, un certain ee Sea: de (5), est prea le chemin brisé Rees) 
Ay Ay oe Ag, NA. - Hhs | 

obtenu par le méme allongement de (6), est praticable, comme le Pree. Ree 

dent, et conduit au méme Pepcloppernaet final. 

» A Fe 
Ill. Considérons un » aseloppenent fondamental admettant les rayons LORS 
de convergence Res R,,...,etun chemin brisé, Pr à ; 
a= (Los Jo ; oe oe) ; v à - a À à 
CA (Zo +hi, Yo + AG ales 53 Vi oe dy ve 
| Oy = (2 + ho, Yi +, ...)=(æ, Jay re ae ey 
4 Wee end lattes (oe ns ana lle EL F, e Me Se eee os. . * a4 ’ . 4 7 
y= Gr at Mins Jp kis GRR RES TS à #2 : a 

ayant s son origine. au point fondamental (Bigg Yo ex)? st les aecroisse=- 200 

ments successivement attribués aux var tables vert ifient les relations : 
SAR ANET cael ee a ies: Bey scene es Soak yeas tea ey: ee ee 
| -modék, + mod ky +. .+ modk,< Ry, | ae il ele 
js AS LC TP APE PAR eee D A ae et 
bfas deuce chemins VS PEP MATER Te CORT Pepe 
ÉTAGE d'a Ay Ageia, on , “ LT En ; i 
4 ‘ ay ap e é ; 3 ‘ : et 
| s Re 
sont praticables c et conduisent au ii développement final. i ee 
Voir Les. systèmes d’ équations aux dérivées partielles, n° 72, nr. DAV sj: 
if Tv. Étant ‘donné. un chienne fondamental entier en æ— 7 8 
y= = ors «++, lout chemin brisé ayant son premier sommet en (2, Yo, +++) k 
“et ses ers sommets dans les limites de convergence du développement — RAA, 
équivaut, 5 i. est praticable, au chemin direct formé: avec les deux sommets 
extrêmes. ae Sol Y MP ee a ee 

A. Si une fonction f(x, y, . th est olotrope dans. une région nor: <0) 


male (n° 14), et si, dans cette dernière, on trace un arc continu, on ; 
peut dt eld te constante positive, r, telle, que la Jonction f (x, 2 D TOR». > 


pha 

, a” # ] ; J 
VE LA 
"+ x J à NA MARTY ; 
’ # D. 5 €. 
\ i “sal 197 am 

* a 
A die 
~ k TES. 
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admette, en un point quelconque de Varc, un système d’olomètres (au 
moins) égaux ar. 
Voir Les systèmes d'équations aux dérivées partielles, n° 57, I. 


B. Le point énoncé au début du présent alinéa VV est exact, lorsque le 
nombre des sommets du chemin brisé est égal à 3. 


Désignant par f(x, y, ...) la somme du développement donné, 
entier en x — 2, Y — yo, -.., et par 


do = (Lo, Yor HE 
UE (Di ane ed: 
A=(X,Y,...) 


les trois.sommets de notre chemin brisé, on observera tout d’abord 
que le développement auquel on est conduit en a, coincide avec celui 
de f(x, y,....), effectué à partir des valeurs z,, y,, .... 

Si l’on considére maintenant les différences 


mod(z,— x) — mod(X— x), mod(y;— yo) — mod(Y — yo), «+. 


un certain nombre d’entre elles, 


mod(xz,—2,) — mod(X— 2), ..., 


sont 20, tandis que les autres, 


mod(y1—Y9) — mod(Y— 0), ..., 


sont <o. Cela étant, les deux arcs continus 


en + ee 0) eee 06 0 20e of0 9 


(7) ; = Sao 
et 
EN, 
(8) A re YHNA(V HN) 4 


x 


dépendant chacun d’une indéterminée réelle assujettie à varier de 
Ann. Ec. Norm., (3), XLIV. — JANVIER 1927. 4 


cm 


; vs pine! 4 a om LD ¥ ; in 
4 4 % ue AC 
‘ ? AH nae a “tay 7 É 

' , ù a Ex (x à "18 
SAGES tee el 
enna 1 
ENS tae 
var 
a | ee 
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o à 1, sont entièrement mies dans les limites de convergence de la 4 KE | HA 
série proposée. En effet, ces deux arcs comprenant respectivement 22428 
les points (a, Yu» --»)s (X,Y, +.) [qui correspondent respective- 
ment aux hypothèses numériques: s=0, t=1], etles points ( (a, , Ver NT CENTRE 
(X, Y,...), étant supposés compris l’un et l’autre dans les liniites en. 44 

Or Oe 

| question, il suffit de faire voir que les différences Sie are a ONE oe 
mod (a, — 2) — mod(æ— 2), a ; NEA Fe M 
2 cd 4 \ Fe es 
| à : = 
sont se sur toute l'étendue du premier arc, et Hie les différences a 
nae a te 
mod(Y — Yo) — RE LA ET - * oe: 
. « ‘ 4 a 1 ‘ie 
jouissent de la méme propriété sur toute l'étendue du end: ou,en ee, 
d’autres termes, que, les indéterminées s, ¢ n ‘excédant ni Pune ney ET, 
banat l'intervalle deo A1, ona constamment + FR ‘à 
‘ ; "4 à 7 TM 
TE se — mod [ay-+ (x —2,)8 #12 05 oe TU ne ic. Aa 
mod 70 entr Sr Sales; vee ry #4 
* FER # wi: 
“On, si l’on tient compte des inégalités Ë a 
mod(æi— 2x») > mod(X = cé . 4 me i is 
moda Yo) Smod(Y — cn) 3, | i PA È 
ONCE Te gi aa pr 

les sets évidentes nt ROUTE Eero ROC 
a ; te x 4 F } « < a We F f : ; A n | RQ à 
mod(x,— 2) en 5) mod (a — ro) —s mod (ei — 2) = 0, DA ey 

: * at 
RPG a Tine. D MOGI ARE Rae HAE SES 120 
Ta | 7% NOTE 
| donnent successivement, les premières, SPs" aoe 
d ; ‘ à 44 
mod (æ4— 24) —( — s)mod(æ— 2) —s mod(X — ay) 2 RAT AE ae 
jy mod (ay — ary) — mod[(1—s)(21— 2») +5 (X=) | aT a ae ey Us So ax 
À _mod(æ— #) —, modl ii. (X—.2,)s — æ] 20, ' ; ae 
les dernières, | À er 0 
, LU | d À } < LA is: 
_ mod(Y — y) — a —t) choise ae oe, mod (¥ —#)20, Rp Sa : oe $ 
mod (Y — yo) — mod[(1— ¢)(yi—yo) + AY —yo)] RAP LEP ER aa 
mod(¥ — Yo) — mod | 1 + (Y — re — Yol | : PAS : À % + - Ake 
LI posé, il résulte de A que la fonction /(æ, Yves) admet sur a aa 
= ; ‘te : ALAN 

. Lo PL : 
à t > a 

y “ : us IC £ ER | 

- hors 

: 4 i #10 

PA 
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toute l'étendue de ces deux arcs des olomètres au moins égaux à 
certaines constantes positives ., 2,,.... Formons alors, avec o et 1 
comme termes extrémes, deux suites croissantes, 


Ul af 
OM AS LOS PCR TUS eds 


Eran Rk + MERE LEE Se a aR 


~~ 
N 


telles que, pour chacun des deux chemins brisés inscrits qui leur 
correspondent respectivement sur les arcs (7) et (8), les différences 
formées avec les coordonnées imaginaires semblables de deux sommets 
consécutifs - quelconques présentent des modules respectivement 
inférieurs à ¢,, 6,, ... (n° 13). Observons ensuite que le sommet final 
du premier coincide avec le sommet initial du second, que le chemin 
brisé résultant de leur juxtaposition bout à bout a son sommet initial 
en (2,, ¥,, -..), son sommet final en (X, Y, ...), et que, si l’on prend 
pour développement fondamental celui de f(x, y, ...) effectué a 
_ partir des valeurs æ,, y,, ..., le parcours total de ce dernier chemin 
fait retomber de toute nécessité sur le développement de f(x, y, .-.), 
effectué à partir des valeurs X,.Y, .... Assurons-nous enfin, chose 
extrêmement aisée, que, sur le chemin brisé dont il s’agit, la somme 
des modules des accroissements successivement attribués à chaque 
variable est égale à l’une ou à l’autre des quantités | 


mod(X — 2), Med eye Re 


suivant qu vil s’agit de Pune ou de l’autre des variables æ, y, .... 
Comme, en vertu de notre hypothèse, le point (X, Y, ...) est situé 
dans les limites de convergence du développement qui correspond au 
sommet (æ,, Y4, ...) considéré comme initial, on pourra passer direc- 
tement de celui-ci au sommet final (X, Y, ...) (IH). 

_ Ainsi, le développement final auquel Ti le chemin donné 
aa, À coincide avec le développement de f(x, y, ---), effectué à 
partir des valeurs X, Y, ...; il pagan Jos au chemin direct a, A. 


once point énoncé au début du présent alinéa IV est exact, quel que 
soit le nombre des sommets du chemin brisé. 
Si l on désigne en effet Lew oy dus ds es Uys A les sommets suc- 


à 
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cessifs du chemin dont il s’agit, on a d’abord, en vertu de B, 
Pad) be Whaas ya 

(1), d’où l’on déduit (I) | | oy , 


Wa ay ayy] = VP [a2 as]. pa 


Une nouvelle application de B donne alors 


Vaaas]= Vlaa) eS re 

eng ae 
d’ou, par comparaison avec la relation qui précède, FES 2 
Waray aa] = =W[a as). à: Va 

; 4 > 

# 
En continuant ce raisonnement de proche en proche, on tombera se 
finalement sur a relation | ate tx | EX - 
; : = 4 1s Pe nae 

Waa a,...agA |= WV [aA]. ue NÉE 

jad 7. proposition formulée dans l'énoncé général du Bere n° 16 est Bat 
exacte, si Vare dépend d’une seule variable s. Sa : 
, = + 

HAE En désignant par fe et s les Are initiale et t finale de la eee 
; 08 

variable dont ils ‘agit, tout chemin inscrit Li PEASE 3 Te eee 
À & Bay 
| | : 50818924 are MR AT RENE ca ae 
partant du point fondamental, se compose d’une suite limitée de 
fragments alternativement directs et inverses, c’est-à-dire tels, que les os ve 1 
différences formées en retranchant chaque valeur de s de la suivante =" 
aient toutes le signe S — 5, s’il s ‘agit d’un fragment de rang impair, Be par 
et le signe contraire s' ‘il Ss ‘agit d’un fragment de rang pair. ayy ARR DS 
“B. Deux chemins inscrits de régulateur e, composés l'un et l'autre pe a 
dun simple fragment direct, et dont l’extrémité finale correspond, RTS 
pour tous deux)? à une même valeur de s, conduisent au même déve CRE 
; : Aa Aes 
loppement finals) oe SEE 
Soient TR RENE ; . LIVRET 
(9) bt | $98) Sy ee Sr SU), ty tn TS 
(10) , qe So51.53 “+ Sgn 1) Ë | m i 
les deux chemins dont il s’agit. Si, entre les valeurs extrêmes. So : Ze 
| ss ; 131% RES 
< ex | ee 
i y | ‘ L : ee “A 
k de à à “ * à sg ns ex 
ah Ae ? ; È ced ve EEE 1 TA 
s Gale Es LS À Es ren À 
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| des deux suites précédentes, on range par ordre de grandeur les 


A iy RTS PO N EUT Sons on ent un troisième chemin 
inscrit, 
(11) | S0 712...) Cr grat, 


équivalent, comme nous allons le voir, à chacun des proposés. 
Parcourons, en effet, la suite (11) jusqu’à ce que nous y trouvions 
le terme s', et soit, pour fixer les idées, 


(12) ; 5071020304 


(ous, =s,) la portion de suite ainsi obtenue. Deux termes quelconques 
de cette suite partielle présentant une différence numériquement 
inférieure à o, il résulte de notre hypothèse que le chemin (12) est 
praticable et qu’il a tous ses sommets situés dans les limites de con- 
vergence du développement initial. Dès lors, en vertu de l’alinéa IV, 
la portion s)s,,du chemin (9) équivauta la portion (11) qui commence 
et finit aux mémes valeurs de s, et l’on verra de proche en proche 
qu'il en est de même des portions successives 


! ! Ul ! ! 1 
SESH SeS RSG ee rat smite D 7 


Le chemin (11) est donc équivalent à (9), et, en vertu d’un raisonne- 
ment semblable, à (10); ces derniers sont donc équivalents entre eux, 
ce qu'il s’agissait de prouver. 


C. Un chemin inscrit de régulateur 9, composé de # fragments 
alternativement directs et inverses, équivaut à tout chemin direct de 
même régulateur dont l’extrémité finale correspond à la même valeur 
des. 

Supposons d’abord # = 2, et soit 
(13) | Sp... 80... SU) 


le chemin inscrit dont il s’agit. La valeur S®) étant comprise dans l’in- 
tervalle des, à S!!}, on peut (B), sans-changer le développement final, 
intercaler a la place voulue Ja valeur S'?’ dans la portion directe du 
~ chemin (13), et considérer celui-ci comme composé des trois frag- 


ments nee 
CRE), Bh | SU ...Su)... 80), 


2 

: rf ta ae + 
) # iA 2. . 
PRES = : 

ee : + < 

+ fi AR it Li 


3 
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| j oe 
les deux premiers directs, le troisième inverse. A ce ‘dernier on peut. yee 
en outre substituer un fragment, formé avec les mêmes valeurs des 2 a 


TM 


rw ‘, rm L Si 4 
ae Nay TS A EU PET 


que le second, mais dans l’ordre inverse : car les deux fragments que ia 
l’on remplace ainsi l’un par l’autre constituent deux chemins directs, 

et par suite équivalents (B), relativement à I’ are partiel té commence oe 
à SU) et finit aS. Désignant alors Par cise ot + ASPIRE 


T bg À al 
~, De UE Et 


“4 
4 


SE), Sty Sap ces Ses “Ur Fo 


\ 


a : 
les valeurs successives de s qui constitnent le es fragment cymes 


de (14), il est aisé de se convaincre que les deux chemins inscrits APTE ES bi 
$ et 
@) (4) SUR nes : 
Si ? 5188 - Be es + Sq 8) 5'™), fo ae à À 
; .S(2) hr Pr f ’ à a ie eo ? 
; à TETNe é ‘ic Fe à F 
sont las car application alternative des alinéas IV et in: nous... "4700 
donne CON è de AU RSS. Ver "ABS Es 
Y[s oan 50?) 5459 . « . Sy 18; 08e] "x SV SOs see. . cepts Beant ie AT $ 
Wiss. SO 5.890 + $g218gS" Shes = Psy. SM sei spa Se ES De ae Ps 
2° 1 SC TS 
| = W [59 . ie DO Sy PER Se LU PERS a 
et d a 
et nous con uit ainsi de proche en oehet al squitalét es dont ete eas 
Poe 
s'agit. Le chemin (13) équivaut done à quelque chemin direct de 
* régulateur. e allant de s, en S®, et, par suite (B), à tout chemin og 
_ diréct remplissant cette double condition. > ae A: 
Il nous suffit maintenant de faire voir que, si le point en ques- ie ae 
tion (C) est vrai pour un chemin composé de # — 1 fragments, il l'est tre 
_encore pour un chemin composé de Æ fragments, par exemple À OURS 
d alt 

o SM. FSC SEE Pe PORN +s (4 
Désignons, à cet effet, Par TUE | AR ROUE LT: 
| athe Se), EE Sas HE RER 
SE 16 MN BPAUEE ANA a Eee 
d | | paar TES 
Ase an directs, de régulateur es allant respectivement. de oF SE Ne 
“et des ù CHR 
o aS. Ona, d’une part, en vertu de ce. qu est admis, Fee yee 
WE. SH eee. Sue WE. 80-0), re Si ar 
t ‘ 4 ve 4 
: a y 

bé ‘ te SEA 


Fur? 


Lg ON ONU ARE PE RUE AE TORRES, QE NT RS D CU EM SANT NS AE CRE EUR 
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d’où (II), 
D ASS SY RS Ts, RQ SAT: 


en se reportant, d’autre part, soit à B, soit au cas déjà examiné dans C, 
suivant que le dernier fragment S'—")...S“ est direct ou inverse, on 
a la relation : | 

fs... SA... SY] SWs,... 8], 


qu il suffit de comparer avec la précédente pour en déduire le point 


que nous avons en vue. 


VIL 18e hypothèses étant les mêmes que dans r énoncé général formulé 
au début du présent n° 16, un chemin inscrit de régulateur p qe: contient 
le fragment | 
(EAN ER 


(15) | Co. tee): 
4 : be Bey. fortes) 


équivaut au chemin inserit (de méme régulateur) que Von déduit du 
premier en remplaçant 5 par s dans le sommet intermédiaire du PCE. 
ment (1 5). | 


Effectivement, le nouveau chemin inscrit que l’on déduit du pre- 
mier en y remplaçant le fragment (15) par 


(¢, lis ch 

| 2 (Sy an ce) 
(16) (so: 
fie (5, £3, ...) 


z / 


_ est nécessairement praticable, puisqu’il admet, comme les précédents, 
le régulateur 0. D’un autre côté, le second et le troisième sommet du 
fragment (16) sont compris dans les limites de convergence du déve- 
loppement correspondant au premier; le troisième et le quatrième, 
dans les limites de convergence du développement correspondant au 
second. On peut donc, en vertu de l'alinéa IV, supprimer à volonté, 


* ; : LP où Le a oo 
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soit le second, soit le troisième sommet du fragment $8 ce qui qu ee 
( i 1 4 
retomber, soit sur le fragment | iS Soa. a 
’ F 1 . 0 
(a, li, De 3 , : ptt aa 
/ Pe A. ‘ AVR E =f AST? 
(5, Fis cds RE has PSS ee oe 
; F 2 ($, ts, vee )s q Y is a te f x (TES “ 
soit sur le fragment RES, fe | RUES eo 
| | a 


VII. La proposition formulée dans l'énoncé général du este. n° 16 


est exacte lorsque l'arc donné dépend de p Ro DAT Bee SERRES 


Si l’on a égard à l'alinéa Vi suffit dent de faire voir qu'en HQE x 
la supposant exacte pour un arc àp —1 variables, elle l'est nécessai- LE RAR ‘ 
rement encore pour l’arc donné. RE ste, Bo: 

A cet effet, désignons par(s,, 4, .-.) I’ antoine de eee a“ ix 
et par (c, 7,...) un instant quelconque. Si l’on considére l'are way oF soe E: 
p —1 variables obtenu en attribuant : as la valeur fixe s, et en faisant ae be: 
mouvoir les autres variables ¢, ..., dans ceux des intervalles simples ie 
qui leur eorrespondent respectivement, tous les chemins inscrits — ee. 
de régulateur o ayant leur instant initial en (4, ...) sont praticables, 0 
et, dès lors, en vertu de ce qui est admis, conduisent en (7, ...) à un * 3 

seul et même développement final. Si, prenant ensuite ce dernier ; 
comme développement fondamental, on considère l’arc à à une seule “% 
variable obtenu en attribuant a 2, ... les valeurs fixes +, ... et en * 2 
_ faisant mouvoir s dans liütérvallé qui lui correspond, tous les ag 
chemins inscrits de régulateur 6 ayant leur instant initial en s, sont = 
encore praticables, et, dès lors (V), conduisent en 5 à un seul et même Let 
développement final. Or, comme nous allons le faire voir, le parcours — es 
d’un chemin quelconque de régulateur 9, inscrit dans Vare donné 
Here) era), fait nécessairement retomber sur le déve. Sy 8 
loppement dont il s'agit. . | Ra UNISE À (OS RES 

Effectivement, soit ar DAC ge CAO TRES 
æ : MENT Te (Sos dos var) Sn 1 L . ] if : = # fa | 
| DT MSae Paste recone Se 2 ni QE” igs: 
(i7) | RC CS RE AR MR ES ne LUE 
er Me ACC een) I MAT ER TREReRRE 

LAINE AVE Sites ROUTE DNS 
: tN r- rn PAR IR aia! 
é RE 
ie | in Ÿ à à a 
ee ne 
‘ ve à 
sir Shade D ENQPES 
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un semblable chemin. Le chemin inscrit 


ie ay D 

(CETTE 

’ Soap Cages #4 

(So fe Bs 

(18) Case ee) 
CS To), 

(Soyo TEE 

(ss Et es 

| \ (gs, 3.5), À 


déduit du précédent à l’aide d’un mécanisme facile à apercevoir, 
admet aussi le régulateur p, et l’on voit sans peine qu’il lui est équi- 
valent : car on peut, en vertu de l'alinéa VI, remplacer s, par s, dans 
la cinquième ligne du tableau (18), puis faire successivement la 
même substitution dans la quatrième, la troisième et la seconde ligne. 
Considérant alors le tableau résultant, on pourra de même remplacers, 
par s, dans sa sixième, sa cinquième, sa quatrième et enfin sa troi- 


sième ligne. En continuant ainsi et réunissant en un seul les derniers 


instants du tableau final, qui coincident avec (5, +, ...), on retombera 
sur le tableau (17). 

Il suffit maintenant d'observer que le chemin (18) se compose 
de deux fragments consécutifs respectivement inscrits dans l'arc 
à p—I ETS dans l’arc à une variable dont nous avons parlé 
ci-dessus, le premier de (4,, ...) à (7, ...), le second des, ac. 

Ainsi se trouve achevée la démonstration de notre énoncé général. 


47. Lorsque les hypothèses formulées par l'énoncé du numéro pré- 
cédent se trouvent réalisées, nous dirons que l'arc donné est prat- 
cable avec le régulateur o par rapport au développement fondamental. 
A tout instant de cet arc, c’est-à-dire à tout système de valeurs des 


indéterminées réelles dont il dépend, on peut alors faire correspondre 


un | développement déterminé, ens ‘astreignant à ne considérer que les 
chemins inscrits de régulateur o parmi ceux qui vont de l’instant fon- 


damental de l'arc à l’instant considéré : le parcours d’un semblable 
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> chemin se nommera, pour abréger, le parcours dé Hares effectué de Le 
l'instant fondamental à l'instant dontils’agit. ‘© es TS 


Il est d’ailleurs manifeste que tout arc praticable pour une pseudo- ee 
fonction l'est aussi pour ses dérivées de tous mere ce 19 et avec de Fr 


méme régulateur. 


18. Il convient de noter ici les propriétés suivantes : ME PRET Le 


I. Lorsqu’ une pseudo- fonction de Bs VS eet calculable sur un are 
donné, on peut assigner certaines constantes positives, Leds Se que. 
son développement en un instant variable. de l’arc ne cesse. d’ admettre 
comme rayons de convergence. C’est ce que nous exprimerons d’une — 

facon plus brève en disant que la pseudo-fonction admet, sur toute is 
de étendue de l'arc donné, ee DIRE de convergence (au moins) égaux Bis | 
a R., R,, RATÉ : rie : : bine à 1 LS 3 


Désignant par s, 4, ..., les variables (réelles) dont r are ‘dépend, et kb 

par J ik durée ae ou elles sont assujetties à se mouvoir, © De 

nommons caractéristique d'un instant (s, ¢,...) de la durée J toute . 

quantité positive (> o)e, telle que le développement, en (s, LEA Mes 

de la pseudo-fonction admette un systéme de rayons, de convergence — rs 

(au none égaux à 0. Cela étant, supposons qu'un instant déter- 

| _ miné(s’, l, ...) de la durée J admette parmi ses caractéristiques la 
ae constante 0’, et considérons, dans cette même durée, un instant, 
né: (a, %,...), suffisamment voisin de (s', 0, ...) pour que les points” LR 
correspondants, (Én Gan given ge Pare’ satisfassent aux 6 


ah | 


pevelations 7.08 8 er ees 
Tt As Ob ASS AFP. mod (€ — bye 0, ; bea = y" ET MN i > 6 : 
m d'une propriété rappelée à au n° 14 il résulte que DIRE (a = a) ey 
| admettra parmi ses caractéristiques la plus pue tes différences p posi- poe 
< tives: À x PA je D Fe 
| p'— no (& - — 2"), p'— “mod ( —y' ); BON SE AM i ss ie RS ek: à 


Fe ‘este dite: une quantité dont la différence à ae’ tombe au-déssous de % Ver: | 
toute quantité donnée lorsque BTSs bs 7 = est suffisamment mere 
- voisin de (8, #jusah =: 2 G DNS ENS 

En conséquence, les diverses conditions spécifiées au n° 5 1 relativ fee 7a “ 


y 
\ 3 
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ment aux caractéristiques se trouvent remplies dans la région 
limitée et complète J, et, comme les caractéristiques sont ici meee cites 
ment supérieures a rte il existe de toute nécessité (n° 8) quelque 


- constante positive telle, que tout instant de la durée J admette, indé- 


pendamment de sa situation dans cette durée, quelque caractéristique 
i pesiourc a cette constante. 


IT. En attribuant aux notations R,, R,,... le même sens qu'à 
l'alinéa précédent 1, désignons par 8 un abs positif tel, que Les 
inégalités 

al =) <6, ss aah t") < 6, 


supposées vérifiées a la fois pour deux Petants Ao tye else AE 
de la durée J, entrainent comme conséquences nécessaires, pour les 
points correspondants de l’are, les relations 


mod(æ—æ')<R;,  mod(y'—y")<R,, 
un pareil nombre 6 existe certainement, car la durée J constitue, 
dans [[s, £, ...||, une région Xmitée et complete où les seconds 
membres des équations qui définissent l’are sont tous continus 


(n° 4; n° 12, 4°). 


Cela étant, il est manifeste, que le Ronibre 3 peut serçir de régulateur 
à la pseudo- fonction pour son calcul par cheminement sur Care donné. 


19. Soient 
OS Fe 


Pseudo-fonctions composées. 


une composante donnée; 


ay COON Aa Van) 


des fonctions simples données (en méme Bpnbae que les variables 
Heavy vie ela gompasante); 


(3) ae | F(x, We ass Ue, Dé; weeds V(æ, y, Cain, ee 


la fonction composée résultant de leur combinaison: 
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ey fae. hes valeurs particulières attribuées aux variables 2, 


ut Ue, cu oats = V(2', 7, ra aly 


les valeurs correspondantes des fonctions sue (adie: 


, dune part, autour du point fae v', ...), pris comme centre, on 
ri Pry: quelque domaine, D, dans toute | ‘étendue duquel la com-— 
posante (1) soit exprimable à l’aide d’un développement entier par 
rapport aux différences u—u',v —¢', ...; st, d'autre part, autour du 


point (æ', y', ...), pris comme centre, on peut assigner quelque domaine, 
¥, dans toute L étendue duquel chacune des fonctions simples (2) sott 
exprimable à l’aide d’un développement entier par rapport aux diffé- 


rences x — æ',y— y", ...: la fonction composée (3) Jouit certainement 
_ de cette dernière propriété dans toute l'étendue d'un domaine su ffisam- 


ment petit concentrique ay. : ; : 


En outre, le développement de la fonction composée à partir + | 


valeurs x', y', ... peut s'obtenir en combinant le ee de la 


composante, pectue: a partir des valeurs correspondantes ue, : 1 des oe 


fonctions simples, avec ceux de 


U(x, y, ...)—u', | Va, VE YEN 


\ 


effectués à parur de x', y',... :ilsu uf, ‘fit de remplacer respectivement par % 


‘ les derniers CÉRÉORDENERE les différences 


u—u', p= oe, REP 


qui figurent dans chaque terme du premier, d'appliquer à chaque résultat 


la règle de multiplication des séries, de former, sans omission ni répéti- 
tion, une série procédant suivant les termes élémentaires des séries par- 
telles ainst obtenues, et d’ opérer. finalement, la HORS des termes 
semblables en x — x', y — y, 


r 


Voir Les systèmes d ‘équations a aux dérivées partielles, x n° CE 


5 


De la résulte immédiatement la remarque suivante : 


‘ 


On peut assigner quelque constante positive, r', telle gue le développe- 


ment de la composante, les développements des ARE simples, et celui 
qui s'obtient par leur combinaison, admettent tous des rayons de conver- 


genge (au moins) ke ar 


Ce eee 
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20. Avant de poursuivre, il importe d'observer que la valeur 
variable fe par une pseudo-fonction donnée des 7 variables ima- 
ginaires x, y, .. aux divers instants d’un are continu praticable est 
une ection continue des indéterminées (réelles) s, 7, ... dont l’arc 
depend. Effectivement, si l’on désigne par (¢, +, ...) un instant déter- 


‘ ; 
miné de arc, et par (&, 4; ...) fé point tt la valeur de 


notre pseudo-fonction, pour un instant (s, €, ...) suffisamment voisin 
de (5,7, ...), s’obtiendra en substituant aux » différences a — £, 


Y—%,..., dans un certain développement G(x, yy: 95 entier par 


rapport à elles, et, par suite, fonction continue de x, y, ..., n fonc- 
tions continues le 5, t, ...: on voit done que, pour des valeurs numé- 
riquement assez petites de s — 5, t—7,..., les modules de x — &, 


oe tess: puis. celur de la diferoncs Ces DES ME cae) 
tomberont au-dessous de toute quantité donnée. 

Cela étant, considérons g pseudo-fonctions des n variables ima- 
SMIBITES Ws, Vy". <i; 


(4) | RH ar ENV CS Ses oh Neue ut, 


définies par un même point fondamental (a, y,, ...), et par g déve- 
loppements fondamentaux; et soient w,, 6,, ..+ les termes constants 
respectifs de ces g développements. Si, dans l’espace [[æ.y, ...]], on 
trace, à partir de (xo, Yo, ..-), un arc continu praticable pour les 


| g pseudo-fonctions (4), le point de l'espace [[u, Reon SL résultant de 


l'association des valeurs acquises par elles à un méme instant de l'arc, 
décrit, à partir de (ui; %, ...), un arc continu dépendant des mémes 


indéterminées (réelles) que le premier. 


21. Nous établirons maintenant la proposition suivante : 

Soient ‘ 
(5) | £ UE RIGS 04 a 
la somme d’un. développement entier par rapport aux g diffe- 
TENCES UW — Uy,  — Vos ++.) 
(6) | De Ut) NL: culs 


les sommes de g o développements entiers par rapport aux n diffé- 


LS 
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rences æ — Loi oer ee Sb ayant respectivement HS eas ae pour à 
termes constants, Pour des valeurs de Ys: «suffisamment voisines ac 
AG 5 Nos sy ond CRDEE SSID : 


(7) F(x, y, +.) = LU (+, tee QUE itp soe ee 


| . peut, ainsi qu ‘il résulte du n° 19, être mise sous forme d'un dévelop- 
pement entier en æ — 2%, ÿ —Yo --.- Ht il va sans dire que ces ae 
divers développements, considérés conjointement avec le point fonda- 
mental (u,, , ..-) s'il s’agit du premier, ou ayee le point fond 
mental (2, y,, ...) s'il s’agit des suivants, définissent autant de 
pseudo: -fonctions : à ces. An tes nous attribuerons, comme $ s'il 
s'agissait de fonctions proprement dites, les dénominations respee- 
tives de pseudo-fonction composante, pastileaaneae Suse ES 
pseudo-fonction composée . | A de 
Cela étant, si les g pseudo. - fonctions simples (6) sont toutes caloulables - | 
sur un même arc continu, A,.,., et st la composante (5) jouit « de la ar 2% 
même REPT sur l'arc nr ADS ra ce le pes se sS 


(n° 20), la pseudo - fonction composée (9) est calislabies sur Ma ‘kanes, eee 
et son développement à un instant quelconque s'obtient en combinant les 2 
développements correspondants des pseudo-fonctions simples et se 

sante à l' aide du mécanisme décret au n° 19. ie Ae ae Ra Se 


+ i Sowa 


BOING (aS 0 nt OS Sei Cea 


shite les Vattahles (réelles), en LORS queleona dont qe F 
dépendent solidairement les ares es: et are Nr >" PE ARE 
oe Soy lys + les valeurs fondamentales de s st PS SCT oer Ws ee ; 
3 la durée Ken ee) où ces variables sont assujetties : à se mouvoir. DE | 
ots mere Désignant par Os per co un instant déterminé (quelconque) de $s 
| la durée J, par +, Per sy) les Phat ea = imaginaires du point — AC 
5 correspondant de l'arc A... et parw’, «, ... celles du point corres- 7 is 
_ pondant de l’are A, ., sonsidarans He développements, à l'instant - 20 
(s’, #, ...), de la pseudo-fonction (5) et des pseudo-fonctions (6), | Bee 
lesquels sont entiers, le premier par rapport any dilférenees. u - — LC . : 
Gms: ESS 
17.700 
: mere 
‘ 4 hee 


Ce ee | ee | ET DRE QE ee 7 pale re ; = Rs rm” 
he, SAR TN CMOS À, ESP RE el de CR ee 
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e—,...,les suivants par apn différences & — a”, y — y’, 
avec les terines constants w’, v’, ...; puis prenons comme composante 
la fonction que définit le pPemier développemeñt, comme fonctions 
simples celles que définissent.les développements suivants, et consi- 
dérons, conjointement avec elles, la fonction composée qu’engendre 
leur combinaison. 

Cela posé, Xi d'après cé qui à été dit au pe 19, assig ner quelque 
constante positive, 1, telle que, à l'instant (3', SA développerenr 
de la composante, ies développements des ut simples, et celui 
qu engendre leur combinaison, admettent tous des rayons de convergence é 
(au moins) égaux ar’ 


i 
/ 


Il. Ul existe quelque constante positive, r, indépendante de l'instant 
: (s, 4, ..:), et telle que, à l'instant dont il s'agit, le développement de 
la pseudo-fonction (5), ceux des pseudo-fonctions (6), et celüt qui 
résulte de leur combinaison, admettent tous des rayons de conver gence 

(au moins) égaux à r. 

Considérons en effet, dans [Es, t, eur la région lnutée et com- 
plète J, et nommons caractéristique de l'instant (5’, v, ...) toute 
constante positive, 7’, telle que, à Pinstant dont il s’agit, le dévelop- 
pement de la pseudo-fonétion (5), ceux des pseudo-fonctions (6), et 
célui qui résulte de leur combinaison, admettent tous des rayons de 
convergence (au moins) égaux a7’. Une pareille caractéristique existe 

_ certainement en vertu de 1; il est d’ailleurs aisé de voir que si un 
instant (9,7, ...) de la durée & admet parmi ses caractéristiques la 
constante 7’, font instant de cette méme durée suffisamment voisin de 
TT ee ) A parmi les siennes une constante dont la différence 

SAT caine numériquement au-dessous de toute quantité donnée 
comme les caractéristiques sont ici essentiellement supérieures à zéro, 
il existe bien (n° 8) quelque constante positive, r, indépendante de 
l'instant considéré, et jouissant de la propriété énoncée. 


II. Attribuons à la notation 7 le même sens que dans l’alinéa 
précédent II, et désignons par y une constante positive telle, que les 
_ inégalités simultanées ; 


mod (s’—s") < 7; mod (i= a ae pnts 
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_supposées vérifiées pour deux instants, (i,t, 1) (RER seagate 
durée J, entrainent comme conséquences nécessaires, pour les points 
correspondants des arcs À,,,,.., AT hee relations 


> 


mod(æ'—x")<r, . mod(y’—y")< CG ++ 
mod (u'— THE en mod(9!— o") <r, 


un pareil nombre y existe certainement, car la durée J constitue, en 


dans [[s, 2, ...]], une région limitée et complète où les seconds 


membres des équations qui définissent les deux arcs sont tous 


continus (n°<43-n° 42, 4°). 

Cela posé, on se convaincra sans difficulté 4 que la pseudo- fonctions 
composée de x, y,... définie par la combinaison du développement 
fondamental de la Éd nee (5) avec les développements 
fondamentaux des pseudo-fonctions (6) est calculable sur l'arc A,.,.. 
avec le régulateur y, et que son développement à un instant quel- 
conque : de l’arc A... s'obtient conformément aux indications de 
l'énoncé. : RER a we oe Rete. 

22. Dans le cas où la série entière qui joue le rôle de composante a 
ses rayons de convergence tous infinis, il est aisé de voir que tout 
chemin brisé praticable à la fois pour les diverses pseudo- fonctions — 


simples l’est aussi pour la pseudo-fonction composée; chacun des Pants 
développements successifs obtenus pour celle-ci admet alors comme 


rayons de convergence ceux qu'admettent à la fois les développements 


de même rang des pseudo-fonctions simples, et s’obtient en combinant Fk 


ces HEEE SEs avec celui de la EEE GER 


». Ë 


(1) Supposons, d'une part, qu’une dre entière, par en aux g différences a oF 
OO PRET) | 


(8). : EKp,Q,.: Dent BRR re 

ait des rayons de convergence tous infinis; supposons, d'autre part, que & séries 

entières par rapport aux n différences x — E, y es co : 
Bang... (@— key =). eR ot ert vee 

(9) | Ebp,q Medes (At Aestt RSS Pres ae 


y hs See 
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En conséquence, st la série entière qui joue le rôle de composante a 
ses rayons de convergence tous infinis, tout arc praticable à la fois pour 


pour termes constants respectifs. La série (8) étant prise comme fonction compo- 
sante, et les g séries (g) comme fonctions, simples, je dis que, pour toutes valeurs 
des n différences x —E, y —n, ..: dont les modules sont respectivement infé- 
rieurs à by, dy, -.., la fonction composée est exprimable à l’aide d'un même 
développement, entier par rapport à ces différences. 

Considérons en effet, en même temps que les séries (8) et (9), les séries conv ergentes 


EMOd Gp, Op! OIL, 
(1) Emo db ge Poy es so, 


où les quautités positives Ô,, 3 


yy +++ Sont arbitrairement choisies au-dessous de 
dx, dy, ... et désignons par 


(9 bis) et (10 bis) 


les séries (9) et (10) privées chacune du terme qui correspond à la combinaison d'in- 


dices p, 7, ... =0, 0, ...; assujettissons enfin les variables x, y, ... à vérifier les 
relations 
(11) mod(a#—£)= 0), mod(y — 7) = 4), .... 


La valeur de la fonction composée peut alors s’obtenir en substituant à u— », 
vy —, ..., dans la série (8), les sommes respectives des séries (g bis). Dans la série 
résultant de cette substitution, considérons le terme général 


(12) Kp,0,.-- [première série (9 bis) |? [ deuxième série (a bts)]2..., 


et, développons-le suivant la règle de multiplication des séries (sans réduction des 
termes semblables en 2 —£, y — 1, ...) : dans ce développement, la somme des 
modules des termes est inférieure à 


| ao) mod Kp,g,...[premiére série (10 brs) |P [| deuxième série (10 bis) ]®.... 


Or, la quantité (13) est le terme général d'une série convergente, puisque la série 
entière (8) a, par hypothèse, tous ses rayons de convergence infinis. Si donc on sup- 
pose vérifiées les relations (11), non seulement les séries partielles, Tpg,..., analogues 


- à celles que fournit l’expression (12) développée mécaniquement par la règle de mul- 


tiplication, restent convergentes lorsqu’a chaque terme on substitue son module, 
mais encore les sommes de ces diverses séries de modules forment elles-mémes une 
série convergente. On peut donc exécuter, sur la série qui a pour termes les sommes 
des séries partielles Tp.g,..., les deux opérations successives suivantes : 1° la trans- 
former en une autre procédant suivant les termes élémentaires des séries partielles 
Tp,0,---; 2° ranger et grouper arbitrairement les termes de la série résultante, et, 
notamment, effectuer la réduction des termes semblables en æ—£, y — 1. Ov on 
tombe ainsi sur une série entière par rapport à ces différences, et la règle pour 
obtenir un perc développement de la fonction composée est celle que nous avons 


formulée au n° 19. 
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les diverses pseudo- fonctions simples Vest aussi pour | Fi a fone ‘ton 
composée. ; ae 
_ Par exemple, si i pseudo- fonctions, dépendant d un nombre au ae 
moins égal de variables imaginaires, sont toutes caleulables sur un #4 
même arc, leur déterminant différentiel, pris par rapport ak quel- 
conques de ces variables, jouira nocosaairement: aus de Ja même — 


he Le 
fu 


PRESS Fair APE ANR RE TS 


ie SD yee 


d ie al ane de la re connue, RE re d'é écrire immé 

diatement ses dérivées premières, et qu ‘on applique puis 

suite pour le calcul des dérivées d'ordre supérieur. pap Mert & 
La dérivée Sa relative à x de la pseudo-fonction composée 

F= f(U, V, :..), qui s'obtient t par la combinaison des PURE fonctions — 


csrayples CS HELENE 
LA GE use, Ys se)» . = Vers ONE 


avec la composante / ee os re est donnée Lier la yormule 


OF. ap aU of ae 
e On ; du Ox oe oa” 


LE J e , ' , ey 


OP 


a ~e2% Xe 


Le x, w=, ae Sicha baie 


x 


où al fait, natur urellement, faired dans e ors 5 “les substitutions 


“94. are 
Ate} i à NE ES Ula, y oh MES ca 


diverses pseudo-fonctions de æ, F7 ai nee limite); rene 
A CFs phe ary Pe a quelques- unes de leurs: dérivées. (en. 
également limita): ; | atin PTE 


Los Vos -:.) le point. fondamental commun à toute ces. prendre | 


. 


chu si | RAA EY 
Hoy Vas +. Pos . leurs valeurs fondamentales. : Pe 
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Soit, d’autre part, | 
(15) PP RS Re A es ee 
une pseudo-fonction composante, avec 
(Los Yo: : Th UV 05 pO gy at) 


comme point fondamental. 

St, à parur de (x, Vo, .+.), On trace un arc praticable pour les 
diverses pseudo-fonctions (14), st Von suppose en outre que l’are corres- 
pondant (n° 20) décrit par le-point 

Pere ee ee Ne y a eh, oe, OAL, V5" 20%) | 


soit lui-même praticable pour la pseudo-fonction composante (15), le 


simple rapprochement de l'énoncé du n° 21 avec la remarque finale 


du n° 17 nous fait voir que le prenuer de ces deux ares est praticable 
pour la pseudo- fonction composée, et nous apprend à former le déve- 
pecan de cette dernière en un point quelconque de l’arc dont il 

s’agit, connaissant les développements correspondants des pseudo- 


en CE) et"(15 }. 


Considérons maintenant deux pseudo- fonctions composées, finies 
ou différentielles, ef supposons que les diverses données fondamen- 
tales définissant de part et d’autre, comme ci-dessus, les pseudo- 


fonctions simples et composantes, aient été choisies de telle manière 


que les développements fondamentaux des deux pseudo-fonctions 
composées soient identiques. Si l'on trace alors, à partir du point 
fondamental commun à ces dernières, un arc tel que la proposition 
précédente soit applicable à toutes deux, leurs développements 
construits, à l’aide du mécanisme indiqué, en un même point quel- 


conque de l'arc dont il s’agit, seront, eux aussi, identiques l'un à 
l’autre. NE 


Phases de nullité des pseudo-fonctions; leurs phases singulières. 


25. Considérant une pseudo-fonction de x, y, ..., définie par un 
développement fondamental, nous nommerons Ghase de nullité de 
cette pseudo- -fonction l'extrémité finale de tout arc continu (n° 13) 


| Ft du US fondamental et jouissant de la propriété suivante : 


hs Meme 
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A 


« La pseudo-fonction considérée est calculable sur cet are par chemi- 4 Bes: A 
nement, et elle atteint la valeur zéro à l’extrémité finale de l'arc: sa RS. 
mais elle ne l’atteint jamais tant que l’on s’astreint, pour chacune des 
indéterminées (réelles) dont l’arce dépend, à faire exclusion de la | 
valeur finale, en PRES celle- cl par une autre située en deca eta 


indéfiniment voisine. | a 
Considérant un Fe de pseude-fonctions dew, y,... en nombre 

limité, définies par un mème point fondamental et divers déve- LE 
loppements fondamentaux, nous nommerons phase singulière du 
groupe l'extrémité finale de tout arc continu, A, partant du point 2 Bs 
fondamental et jouissant de la propriété suivante : « Les diverses : as 
pseudo-fonctions du groupe sont toutes calculables par cheminement 42 
sur l'are A, tant que l’on s’astreint, pour chacune des indéterminées — oY 

> bad 


dont Vare di pans à faire exclusion de la valeur finale, en remplaçant NE 
celle-ci par une autre située en deca et indéfinimént voisine; mais 

Tune au moius des pseudo-fonctions du groupe cesse d’être calculable 

par cheminement sur I’are A, si l’on n'exclut pour aucune des indé- 


: 
> 
tone 


> 


nl 
> ” 
Du nf ns Du 


A 


terminées la valeur asc jem see RAIN om ean 4 
- F ,. M É 2 nts 
A TR - 
CHAPITRE IL. er HET Are 2 iene 
PHASES SING TER DU GROUPE FORMÉ PAR LES SFCONDS MEMBRES | <i ae | ns 4 
D'UN SYSTÈME PASSIF D'ÉQUATIONS hdres cite TOTALES DU J PREMIER ORDRE- hs 
ce re DE ce 
Étude des propriétés d'un certain groupe de pseudo-ionctions. ps ae 
; ae 
26. Nous rappellerons tout ator’ la proposition fondamentale Pe 

Pn LT 
classique de la théorie des fonctions implicites. : | | s ER 
(1) La ation de phase singuliére est empruntée a Méray, qui la définit comme Ar 3 ea 


il suit : « Relativement à une fouction donnée, dit-il, on pourrait, puisqu'elle est =. 
habituellement développable en série entière (taylorienne), appeler ordinaires les | LA 
valeurs à partir desquelles ce développement est possible. Par opposition, nous appel- = 
lerons valeurs singulières celles à partir desquelles il ne l’est plus, ce qui, comme 
nous l'avons annoncé, est toujours un fait exceptionnel, et nous dirons que la fonction — 

se trouve dans une phase singulière, quand les variables prennent de semblables 
valeurs ou tendent vers elles. » Voir Leçons nouvelles sur l'Analyse minime 

et ses applications Abel bauer, première Partie, n° 144. | 


Or 
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Sotent 

Ji (UP RENE Pire) 0, 

(1) PUR Aw, Yio) = 0; 


(REP es 
TL, YF, sees 


dont les premières u, v,... sont en nombre m comme les équations. 


Supposons que les premiers membres f,, fr, ..., Jm sotent tous déve- 
loppables à partir des valeurs particulières 


(2) Uo, Pos ++. Lo; Vo OM 


de u, ©, ..., x, y, ..., et s'annulent pour les valeurs en question; 
supposons en outre que le déterminant différentrel, 


LR ET PE 20 CU cS 


rv 


des m premiers membres par rapport aux m variables u, 6, ..., ne 
s annule pas pour les valeurs (2). 

Cela étant : 

1° Le système des équations proposées (1) est identiquement vérifié 
par la substitution à u, +, ... d'un certain groupe de fonctions 


GE ASSET ET 
HE a ee es 


Er (æ, js ogee )s 


a er tet ew eee weeny 


développables à partir des valeurs 2, Yo, ..-, et ayant pour valeurs 
initiales respectives Uy, Vos +--+ 3 

»° Si l’on considère, en méme temps que le système proposé (1), le 
système des formules 


’ 


u—u(x, y, += 0: 


(3) PSG (PR Va D Ve Or 


. D AN : r . : es 4° een a 5 
les systèmes (x) et (3) sont numériquement équivalents à l’intérieur de 


46 | | CHARLES RIQUIER. ~ 


cercles suffisamment petits décrits de Uy, Fo, -++5 ze, Jo LUEUR 
centres dans les plans de notation graphique de Us RES ye 
Voir Les systèmes d’ equations aux dérivées parcels n° "120. 


=. 


SES Considérons actuellement, entre les h: + 2h b variables 


yy sv eey ay 


Me, 
Je systéme des # relations _ 
; : Sse eu À ‘ À 
Z Uy ed Ces of Lis Gi; ss PRE 
(4) . | : ; wid shes $: x 20 5 Bsa ieee de ea 
| m= Valen Lexar Gi. or Cy ), 1 : <= 


. % 


pu LT 


LP 


adiettant la solution numérique fondamentale 


cran 1 rt Sim + : ee ers ns ET US ., a, x A 


| 6) 1 rs bes 4 % a7 de ’ liens es 
ta PET RTS a, co 
et Pare à part ir de sette dem par r rapport % ie Mate 
formément au principe général ae fonctions: age | 


f 


1 1 - + , ‘ 
at Galen. wre > ui DRE Lite 


BOG ye 


ae Cie Tata BY: mh ae ai CS on a) 


~ a 


See re nies x et (ane of differentions-| ice Set ra et iy 
el, dans les relations vis sus les C egal leur 


cet APRES comme ie intégrale iS 
dimensions PCR) Ce A ud), la famil le de 
A dimensions (4), qui dépend des k constantes : es 
Nous désignerons par T oe système total ainsi 0 
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du mécanisme a l’aide duquel on-le déduit des formules (4) se nom- 
mera, par rapport à celles-ci, l’éémunation des constantes arbitraires. 
Traçons maintenant dans l’espace 


(9) NÉS CAT Te ab 


à partir du point [(5), (7)], un arc continu, AÀ,,, que nous suppo- 
serons praticable pour les diverses pseudo- fonctions (4) : d’après ce qui 
a êté dit au n° 20, le point de l’espace 


(10) : [Las SCIE amd] | 


résultant de l’association des / + & valeurs acquises par les a et les w 
en un même point de l’are décrira, à partir du point [(5), (6)], un 
are continu, Hem dépendant des mêmes indéterminées réelles que le 
premier. À 

Cela étant, sz, d’une part, commeil a été dit, les pseudo-fonctions (4) 


. sont calculables sur l'arc A,, d’où résulte que leur déterminant dif - 
. férentiel @,, relatif aux ©, y est lui-même calculable, si, d'autre part, 


les seconds membres du système T le sont sur l'arc correspondant A,.., 
on a les identités 


» 


1.08 _ =. 6-21 2 -,. 
(11) re oe Oxy == P, Og, DS un We oe bee 


où P,, Ps, ..., P, désignent certaines pseudo-fonctions des x et des C 
calculables sur l'arc Axi. 
Considérons en effet le déterminant différentiel 


É OY, OY, ‘ d Y; 

à ac, aC, aC, 

, ; er OY, alike 2 OY; 
(12) Bol = eta Gry Gy) = OG, dG, 9G, 
DAT O Ts OV, 


CU ha Ou, 
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par rapport à l’une des variables dont il dépend, la dérivée “ ; 
: 28 ; (ae or hy ; “2 His 


EC _ i ‘ PEN EE ean 


= À 4 > a. 


‘ 


est la somme de f déterminants, savoir : da 547 ae A eae ara 
“ vt PS avi: à de 

V4 ; \ Ox; ax; OC, 4 ac, ae 

_ premier déterminant { | dr; 0C, oC, 

C ay, + On 

tN Ox; OC, "6 OC, 

nes [jor or 

- i os x : / aC, Ox; ac, . 

fa ater LR Ak Si CPS 

> re deuxième déterminant / | dC, 0x; OC, 


= À = 


4 


Er oe sejate +, 2 


Si | oY, RTE. 


2 1 an = 


Ni = fe ies . à a L Biase à aC, . dx; OC, 
es as “ Aime déterminant oy zi | oc, : ac, “a 


+} te : . i bak * pe is, oY, avs 


BI et es apes x à Le PA Le res bes = 
ye x > ng F FRE yy à 
c a 


| ceux- -ci se edadnisene respectivement du demie re en ‘rempla- Be 
cant dans ses colonnes de rangs respectifs. 1,2, 2%, &° les divers élé- : 
ments par leurs dérivées | premieres relatives i à a Bie a 
"Soit maintenant 1 | | 


7. + * 
* ï : ‘ m'a 


du ES CON AE 
Oe; a Pilar = : Vhs 4, tee L ome ‘arn = => Pis ahs 

le e système Le ci-dessus Ans en Me par (T bis) un sys 
identique aT quant à l'écriture, à mais où les inconnues w, au lié 


Génie seulement des x comme fang T, dépendent : a Ja fois d a 


col F4 


= = ME 


fn 
SE 
pa > 


oe a ee AN 


ÿ, 
| by ing 
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des C, les pseudo-fonctions (4) vérifient identiquement le systéme 
(T dis), et l’on a, quels que soient les a et les C, 


Ox; eae Oh A CR LS VE); 
OY, : à 
(13) D eos Les LA 4 
RD D CE se TS shu, oe OR CD Fu 
OV" x 
das rte en, PAU D D) 


Comme, en vertu de notre hypothèse, les pseudo-fonctions (4) sont 
calculables par cheminement sur l'arc A,,, et que les seconds 
membres du système (FT dis) le sont eux-mêmes sur l'arc A,.,,, la 
règle de différentiation des pseudo-fonctions composées est appli- 
cable (n° 23), et l’on déduit dès lors de la première formule (13) 


YA TOP ON, 2 OF. oN, Ag Ov; 
\ Dr Cent 406 eos: dons M ON ge Ou 
ary, oF, OY,  0F,; oY; OF, OV. 

jn DOM IE RACE «OTs OC LT MT, 100, 

Miri aOR) VV) EL OP dX: OF; OV: 

; GOCE FPO dCh. OL OCg NU Oly OG? 


le premier des # déterminants dont la somme exprime, comme il a été 


F 


dit, Tee a donc pour valeur oi @,. Par un calcul semblable, les sui- | 


vants deviendront 


OF, ; (8) F4, 
; OT; Cs 4 OY; 
et Pon aura | 
906 Es. 9F;,; OF, a 
Ox; LE (Se æ or, 2 +. dees 0. + oY; O9: . 


» 


Dans le second membre de cette dernière relation, le multiplicateur 


de ©, est, en vertu du principe genéral des pseudo-fonctions compo- 


sées (n° 21), calculable sur l’arc A,,,; en le désignant par 


=. À 


oS cor earn «ne Ce} Ce), 


. Ann. Ee. Norm., (3), XLIV. — FÉVRIER 1927. 


ey Ch C,, 


SI 


ya 7. | CHARLES RIQUIER: de 


CI 
on auras 
les A relations HAS NUE à Ae RN 


‘ 


ain 


28. Les mêmes définitions étant posées qu'au “débit du numéro 


précédent, si le groupe des pseudo-fonctions (4) est calculable par 


cheminement sur Parc A, et que leur déterminant différentiel @,, relatif 
aux C, ne s'y annule jamais, le groupe des. seconds membres du. 


… système T est calculable par chenünement sur l'arc correspondant Aw ue 


Effectivement, le déterminant @, étant supposé ne jamais s ‘annuler 


sur l'arc A,.,, on pourra, à tout instant de cet arc, opérer sur les for- a 


mules (4) l'élimination des constantes arbitraires. Il existe d’ ailleurs, 
ainsi que le montre un raisonnement analogue à celui de l'alinéa bie 
du n° 21, quelque constante positive, 7, indépendante de l'instant 


considéré, et telle que, à l'instant dont il s’agit, les seconds membres 


du système total résultant admettent tous des rayons de convergence 
(au moins) égaux à r. On en déduit sans ns la propriété “ig oe $ it) Fac 


actuellement d'établir. 


29. Les dune ANNE que nous venons a’ établir (n° 27 et 28): 
“ entrainent respectivement, a titre de SHA Pa nen ere particuliéres, les 


deux que nous allons (EMULE: e ee 
Dans RS [le 7 + Xn], tracons, a à partir Pare Es 
: mental (x, ..., af), un are, ALCS, a ay” dépendant d'un groupe 


d'interminées (réelles), 5, ...; puis, dans l’espace [len ae Bruty, 


“partir du point fondamental (CM, + Ce), un sare, AL tin ae 


dépendant d’un deuxiéme groupe d’ indététainéés, PEER quin ‘ihe 
aucune indéterminée commune avec le groupe s, .... En supposant _ 
que Farc ASS Natt --)] soit praticable ay le groupe des 
_pseudo-fonctions (4), le point ae iy ee) abe ee espace [us se ud] 


décrira, a partir du point fondamental (u\”, ..., u}), un arc corres- 
pondant, AN CNT EE D dépendant à la fois des LABS 


_minées 5, “ranet des indéterminées TO et, dès lors, le Fou 


sir. à ti ACT aa ar …., ee ne de LEE + À RE i 
ade Vespace:.5 eck. bree DS eigen MORN an nr 8G 


| [a NS ne aie ij aS Sa 


Er 


= P;6,, d’où, en faisant successivement / = a 1, 2, LS 


FR 
L Bade 
H 


& Vs 


* : 


1 
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décrira, à partir du point fondamental 


(0) (0) (Oise (0) 
EAU DRE A LANTA AU 


Pare FAUCS 2) Aus, Dent ele étant : 
\ 4 
L Si, d’une part, les pseudo- fonctions (4) sont calculables par heme 


nement sur l'arc 
LA (sayy AE S TNT; 


d’où résulte que leur déterminant différentiel @,, relatif aux C, y est 
lui-même calculable, si, d'autre part, les seconds membres du système T 
le sont sur l'arc neon : 


oe : TARDE VUE RE 
on a les identités RATS 


v0 00, do 


(14) “On, 18s _ Go. de, ee ies | Der tak 
où Q,, +2 DA PS désignent certaines pseudo-fonctions des x et des C 


: is es a sur Parc lé CNP -), At Me -)I- 


II. Si ‘le groupe des pseudo “fonetigits (4) est calculable sur Pare 


[A(s, ...)yAc(t, ...)], et que leur déterminant différentiel @,, relatif. 


aux C, ne s'y A Jamais, le groupe des seconds membres du système T 


. _ést calculable sur l'arc correspondant [ A,(s, ...), Au(s, ...,4, |. 


Observons ici. que le fait, pour les pseudo-fonctions (4), d'être 
calculables par cheminement sur l'arc [A;(s, ...), Ac(¢, ...) [entraine 


_ pour les sous-pseudo-fonctions 
PN uN mine Oy Gear | ipl Cy fox, Ch), 


dont les développements fondamentaux se déduisent de ceux de (4) 
- par la simple attribution à æ,, ..., 2 de leurs valeurs numériques 
fondamentales, la propriété d’être calculables sur I’ are PPT A 
ainsi que leur déterminant différentiel, 04: 
Obsérvons encore que le fait, pour @;, de ne jamais s’annuler sur _ 
Vare [A:(s, ...), Ac(t ..:)] entraine pour 0, la propriété de ne 


jamats's annuler sur l’arc poy DE 


7 
A2 
rte 
3 


< a 

t " “me 
« 1e 

= ae Pe 
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En conséquence, le corollaire: RCE encore se formuler comme il 


suit : : nee Se EYE : fe # 
Sn que le groupe der pseudo- -fonctions (4) soit caloubible SUT ga ee 

Pare: [A.(s, 5), Ag(tsines) [yeh gue de déterminant différentiel 4 des si 

gt: ; Le 

sous-pseudo* fonctions (15) ne s'annule jamais sur Vare Ag(t, ..-). 


Cela étant, si le déterminant différentiel @,, relati faux C, des pseudo- at ae 
fonctions (4) ne s'annule jamais sur Pare [A,(s, . na )y Ac(ty : Due .)} leet ay No 


+ 

STOUPE des seconds membres du système T est BA AN sur Dare See 
À CES of 2 “gen 
[Az(S, AS Au(s, noe ire daa eis + D ee aan 

à # “ : me ; \ hg dee ay ‘ a £ A 

30. Nous allons établir maintenant la proposition réciproque. oe 
Supposons, comme dans!’ énoncéquivientd’é être formulé, , que le groupe Rens 

~ ~ 


des pseudo- fonctions (4) soit calculable sur Vare [A. (5,0 ins my AsO. ipa 
et que le déterminant différentiel 0, des sous- -pseudo- fonctions (15) m nie} MESURES 


s’annule jamais sur Pare A(t,...)" Ne OA ae 
Cela étant, si le groupe des Sond ne du système T est at Te ae 
lable sur Vare [A,(s, 2), Mu(Sy 222, ty os) |; de déterminant diffé- 
rentiel @,, relatif aux 6, des pseudo- pair (4) nes annule j james, DR 
sur Pare iss Re à oe A, ot - de . PY? ie: er Fe Pan. 
I. Il est tout ON Sen facile dev voir qu'en associant. l'instant AN NT 

é fondamental de A,(s, ...) avec un instant quelconque de Ac(t, .. Sat : ae 
la valeur correspondante de ®, est nécessairement différente de zéro: 
cela résulte de ce qué 0, calculé par cheminement sur l'arc Ace, = hs 2 ANS 
ny acquiert jamais la valeur zéro. SE ASS 
| Il reste à faire voir qu’en associant un eo de AG, AU om NE a 
avec un instant quelconque de Act, ...), la valeur correspondante ng ye Sia 
de @, est encore différente de Zero : c'est ce que nous allons faire | NES 4 
dans ce qui suit. se | veoh & te Te 
IL. Soporte qu’une pseudo: St quelconque des . x bak ies ee ra Ÿ 
soit calculable par cheminement sur l'arc [ A, Regaine her 8 ud 4 he Soe 
arg 


_ sur A,(s,...), prenons un instant quelconque, (s' sn toner desigtons ae 


par x, ..., 2), les coordonnées i imaginaires du point les 4% ae 
eB Apt, a); Beedons de méme un instant Ne De Le a Fi et axe 
+, aw à SE Vs : a: ee sf 
k P Sas PACE 
à ur gy" 4 re fon 
a Ts rm SB à x: 1 
Die. 1 ae 
2 ei < an re ee 
à etes cat aie 
A LUE 4 ARENA 
: WORMS CEC i 
BAe Weer as mine one Py ate à, Ne 
Part | air Lt oe i nee 2 Pr 


3] 
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désignons par y,, ..., y, les coordonnées imaginaires du point 
correspondant : al’ Eten (RER) dell ave 


[Aa(s, DO ss) Ac(é, cn -)4) 


correspondra, pour notre te: fonction, un développement entier 
par rapport aux différences 


(16) Li a2", cat) Li — XL, 


(17) My Piss OR Ves 


_ et, en ordonnant ce développement par rapport aux différences (17), 
_ les coefficients du développement résultant seront des séries entières 
par rapport aux différences (16). 

Prenons maintenant sur A,(s, ...) un autre instant quelconque, 
(CUS p08 désignons par Hi, +++, &, les coordonnées imaginaires du 
point correspondant ; prenons, d'autre part, sur A.(/, ...), le même 
instant, (7, ...), que précédemment : à l'instant (s”, ..., 7, ...) de 
Vare [A,(s, ...), Ac(t, ...)] correspondra, pour notre pseudo- 
fonction, un développement entier par rapport aux différences 


(18) RER LS TEE ey 


et aux différences (1 7); et, en ordonnant, comme ci-dessus, ce déve- 
loppement par rapport aux différences (17), les coefficients du déve- 
loppement résultant seront des séries entières par rapport aux diffé- 
‘rences (18). 

Désignons respectivement par D’, D’les de développements qu'a, 
ae tour à tour l’ordination idee ces développements sont 
entiers par rapport aux différences (17), et ont pour coefficients 
certaines fonctions des x. 

Cela étant, sz, dans l’un de ces développements ordonnés, D’, le terme 
(fonction des x) indépendant des différences (17) est identiquement 
nul, le terme similaire pris dans l'autre développement, D”, ne peut 
manquer d’être lui-même identiquement nul. | 

Désignons en effet. par d’, d’ les termes iadependabts des diffé- 
rences (17) dans les développements respectifs D’, D”. Pour passer 
de D’ à D’, il suffit de prendre sur A,(¢, ...) l'instant fixer, 2), 
puis de cheminer sur A,(s, ...), en peut comme instant de 


la nullité identique du développement d', si elle a lieu, entraine, de SE a À À 


‘constante numérique, st elle avait lieu, entrainerait la nullité Meee 


termes qui n’y dépendent pas des différences (20). eels A APE 


x (A Ts ae * ey tu : : 
‘et: a + ae a> * 
1 + x é Ë A “ 4 a q 
54 oa CHARLES RIQUIER. RTE LEGS 
départ (s, ..) et comme instant d'arrivée (s”, ...); il suffira dès | 


EC 
lors, pour De de d' à a’, d’effectuer ce dernier Shetiebetats on, Sia 
L 

» 


proche en proche, celle de tous les développements subséquents, et, ? “ta 
en parut celle du développement final, ROME et ae à 

NT 

‘TI. Les mêmes choses étant posées que dans notre énoncé général, pe Aer 

_ désignons par (si ...) un instant quelconque pris sur l'arc Ne (CE EPA BOs 4 aS ee 
par i, Gun ‘asta quelconque pris sur l’are Act, - ot par 6 *! i 
. ee PLA ae AIT pe As . one Pe ; HA ie : x ee val 

les valeurs correspondantes des x et des C: puis, considérons ie dr > ta 
loppement correspondant, Pr à de la pseudo- fonction 6, entier pat: ee «318 
rapport aux différences A1 Mies ; ot ge 
(19) by "2s — 2, Le By ty aes Ps ay F i i 
(20) ve Mer Gi, wes Cr— Ci, RS Sat tee ar 
et, Ae ce bete le terme ‘indépendant des différences (19) ie 8 
et (20), lequel est une simple constante numérique, Ordonnons enfin 
le développement Q@, par rapport aux différences (20), et. dans le 
développement ainsi ordonné, désignons par 0’ le terme indépen- ee 
dant de cés derniéres, lequel est une serve entière par capeOr Gy aux a 
différences (19). | | RSS ‘3 
Or, entre la constante numérique et la série entière ‘dont TOUS" F5 


venons de “parler, il existe cette relation, que la nullité de. ba Ex 


de la série entière: en d'autres termes, la nullité du terme constant © Ee a 
de la série (0! entrainerait la nullité identique de ‘6’, Ree 4 rae ee 
Pour l’établir, envisageons, à l'instant considéré (8, es 5 a S 
‘de l'arc [A (55 -. 4), Act « +); le ideveloppement, Q', ae fe ae EM, ae 

fonction Q(z, vase hy C, Paka) alt 2oy ET: entier par rapport | i a 
aux différences (1g) et (20), ms ARE aa par () 4, l’ensemble des a a. 


les relations (14), ona, quels que soient ES à et les C, ot ; 
00%. =Q/0% se PE gor SES SGN EE GRE 
“ hed # arg , bi. AS “eh 
| 0a; J | “4 OU ene ay ; Sais | < 
à & 4 ‘ 5 ps. rir 
tre * CANN Po 
| {se AR: 
Fa ¥ vie ry 
5543 a 
thos 
: ‘ the TER 
9 4 Lire ua . 
y + 


* 


 identiquement nulle. 
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on aura manifestement, quels que soient les x, 


d 
= (æ) 9! — (æ) g(x) 8 
j ; 
Ox; 


d'où, en faisant successivement 7 =1,2,..., A, 


0 | Ô 0 
(ai) 9 =(ng gl à = (eG (arg! (æ)0! x —— (2) =) gq" (#09! 
an) gi ; Od, do ; Ox), qh 


Cela étant, supposons que le terme constant de la série ‘6’ ait pour 
valeur numérique zéro, ou, en d’autres termes, que, pour 


Posi Se ono ais ties 
la fonction 0! ait une valeur initiale nulle : en différentiant indéfini- 


ment les relations (21) | par rapport aux variables x, qui seules y 
figurent], on obtiendra de proche en proche, pour. les dérivées 
d’ ordres successifs 1, 2, 3, ... de la fonction “6/, des valeurs ini- 
tiales toutes nulles. La fonction ‘)6" est donc, de toute nécessité, 


Fr 


IV. Les mêmes choses étant posées que dans notre énoncé général 
st, à quelque instant de l'arc 


PE AN D Ces | : 


instant obtenu, comme il a été dit, en associant un instant (s’, ...) de 


Vare A,(s,....) avec un instant (¢’, ...) de larc A.(t, ...), la pseudo- 
fonction @, atteignait la valeur Org Eéro, elle ne pourrait 
manquer de Vatteindre aussi à PSE RGO MR QUE PRES PEL UL 1 


déduit du premier, (s, 22, 0, ...), par la substitution à l'instant , 


OPEN À pris sur À. #5; ...), de linstant fondamental (s,, ...) 
de A.(s, rage Le 
Car, à l'instant pi Ra l', ), primitivement choisi sur 
j [AZ si ; ae Ac(t EON 


\ 


, Vensemble des termes du développement de @, qui ne dépendent pas 


des différences (20) ne pourrait manquer, en vertu de III, d'être 
alors identiquement nul : la même chose aurait donc lieu, en vertu 


ne Au ds ce vd Rae, Sos ait SDS EE Oe SR TS 
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de IL, à l'instant (s,, ..., l. ...); à plus forte raison la valeur numé- 
rique de ©, serait-elle nulle à ce dernier instant. is ce 


2% | LAS 


: } i CAD a 5. : 
V. Les mêmes choses étant posées que dans notre énoncé général, : 
la pseudo-fonction @, est différente de zéro à un instant quelconque 
de\ TA Ne AUTRE DIET ee ae 


Car, si elle s’annulait à quelque instant de l’are, elle s’annulerait, = 
aussi, en vertu de IV, à l’instant qui se déduit du premier par la — ae ‘- 
substitution à l'instant pris sur A,(s, ...) de l’instant fondamental — ya 
de A,(s, ...) : or, une semblable conséquence est contradictoire 
avec I. = : LE Fa EU ice TRE 

À Ainsi se trouve achevée notre démonstration. == 
31. Examinons spécialement le cas où les sous-pseudo-fonctions (15). Cin 
sont de simples fonctions linéaires de C,, ..., Cx (à coefficients 


constants), MA es Bie 
À | 5 ay 1Cy-+ eee — 1 CK 1, € » : LS Che N FS 
” " Aa 4 + y 5 PRE: i - Pa : 
(22) | WE oe ace, ce art 7 EPA 
; di ai Ci ++ + axe Cx+ Oy? + i = 
en supposant que le déterminant 
+ } “9 ; = 11 Ay ; ele NT bad A = f 2 
. (23) ï a R > 4 . 8) ….., te 1 ‘ * ae ï See : 1 be 7 
| tits +.) Salt Lin oh 6 
. soit différent de zéro, et prenant, comme de raison, pour valeurs fon- 
damentales de C,, ..., C, celles qui vérifient les relations in ATARI 
fi \ ny “ j c i . | : + D ge REC TL. = ‘= 7 
| CR OR Cy hae ck ot Cp aye gee NE RUE 
Ar Ce aie bee ee ic) os Bie ES us eee 
OK, 1 Ci oo a 1 Ak ke Cy + Cpe u'o) ; + 4 3 “$ i LE a 


(voir le n° 27), on aperçoit immédiatement que les relations (4), 


hey — 
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développements, étre mis sous la forme 


| Oe Cy +... + arr Cet a+ (@,— 2) Qu + (xs — BOD) +... (ma) Q, ;. 


où les hk coefficients Q sont des fonctions de x,, ...,æ,, C,, ..., Cy 
développables à partir des valeurs fondamentales de ces variables. 

le déterminant différentiel des k. expressions (24) par rapport 
aux variables C,, ..., C, se réduit manifestement, pour 


= pi) (0 
VES os rt 2 ES SC 2 M 


à celui des Æ fonctions linéaires (22), c’est-à-dire, en vertu de notre 
hypothèse sur (23), à une constante non nulle. En effectuant alors, 
comme nous venons d’en montrer la possibilité, la’ résolution des 
formules (4) par rapport aux C, nous obtiendrons un groupe de for- 
mules tel que (8). 

Observons maintenant que, dans le cas actuel, le déterminant — 
“différentiel des sous-pseudo-fonctions (22), se ant identique- 
ment à la constante non nulle (23), n’acquiert jamais la valeur numé- 
rique Zéro. En conséquence, les propriétés énoncées à l'alinéa IT du 
n° 29 (in fine) et au n° 30 nous fournissent, sans autre démonstration, 
celles que nous allons formuler : 

Les sous-pseudo-fonctions (15), auxquelles se réduisent les pseudo- 
fonctions (4) par l'attribution aux a de leurs valeurs numériques 
fondamentales, n'étant autres désormais que les fonctions linéaires (22), 
pour lesquelles le déterminant (23) est différent de zéro, convenons, 
pour éviter toute équivoque, de atete er les pseudo-fonctions (4) a 
l’aide des notations 


(25) ‘ aii t,o) eh fe vs sedans AT ob, 0: a eue les serre» ; 


et SE système total et déduit de (25) par!’ Anton des constantes 
arbitraires C (n° 27) à l’aide de la notation &. 
Cela étant, et les pseudo-fonctions (25) étant supposées calculables 
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par cheminement sur l'arc ee Oe $5 MERE 
(26) CA ss. AI Seve steamer 


on ‘acquière EU te pateue numérique zéro. 


| fournit par son extrémité finale une phase de nullité du déterminant 


pour que le système 2 ait tous ses- seconds membres ealeulable par ; 


CARRIERE sur l arc correspondant 


reddy 


(27)° [Az(s, . ++); om ire 
il Saute et il. suffi it que sur l'arc (26), le déterminant  diferetiel 

5 0(Uy, --., Un) | 
(28) DB cars Ca) 


32. Les mêmes notations étant adoptées, si un arc tel que 1 


différentiel (28), l'arc correspondant (27) fournira par son extrémité … 


finale une phase singulière du groupe des seconds re du système 


total passif È (voir les définitions posées au n° 25). a 
Effectivement, tant que, pour chacune des A Py rs 


it 


ee on fait abstraction de la valeur finale, le groupe des seconds 


Phases singulières du groupe formé par l'association Le seconds membres ae 


membres de & est calculable sur l’are (27) [ car la condition formulée — ic 


au n° 31 est suffisante |. Cela étant, si l'extrémité finale de |’ arc (27) : 
n’était pas pour le groupe une phase singulière, le groupe serait 
calculable par cheminement sur l'arc dont ils s’agit jusques et y compris : 
l'instant final, et, dès lors (puisque la condition formulée au n° 31. 
est nécessaire), te déterminant différentiel relatif aux C des pseudo- 


fonctions (25) serait, contrairement : à PATRON différent de zéroà 


l'instant final. FRA hy 


d'un systems total passif donné. 
2B. Soit 


du; 
dx; 


ot to ‘ à Es de 


(1) =F; din he kd a) ui, yen Ur) bathe neue kK; / 1,2 LT on 


Er 


un ayatimie BEL total du premier ordre impliquant 4, k  Jonc- 


cae Free ds ‘€ M i 


TE: < 


LE 
À 


ni 
Ps | eee 


* 


- 
- 
Lae, > 
L 


he 
+, 


<* 
Et Mis 
PUR 


2 5 SU 


re > 
‘ 


me 
> Maj 

in 

LA 

me 


y Yi = 


en ee eee al ee IRS ote ONG, OR PT ARPS ER ee er Ty we Hn ER SNA RE Er es 4 
( ere NY Sgt, Ay DE aw er ' “ % A tes en 1: Le r 
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tions INCONNUES Uy, ..., Uk des h variables indépendantes x,, ...5 &y; | D 
ce système, composé de Ak équations, a pour premiers membres les | 
hk dérivées premières des 4 par rapport aux 2, et ne contient dans ses | 
seconds membres aucune dérivée: nous supposerons essentiellement 

qu'il est passif. 
: Parallèlement au système (1), considérons le système | A 


Ou; 
(1 bis) Ox, 
Ree ER ale Re open Bets ee Wy 


AR OT UGS UT AE) ae 


. identique à (1) quant à l'écriture, mais où les fonctions inconnues 
lj, ..., Uy sont supposées dépendre, non plus seulement, comme dans (1), 
des h variables x,, ..., x», maïs encore de k variables adjointes, — ais 
. Gi, ..., C, qui ne figurent dans les équations du système, ni par D 
elles-mêmes, ni par l'intermédiaire d'aucun symbole de dérivation : 
le système (1) étant supposé passif, le système (1' bts) l’est aussi, car 
i l'application de la règle de passivité conduit, pour l’un et pour l’autre, \ z 
aux mêmes relations. Dans le premier, (1), les conditions initiales | “ae 
sont de la forme | ; ais | “A 
Wy, ..-, ux = des valeurs numériques données 


pour | 
Ti, ..., p= des valeurs numériques données ; 


dans le deuxième, (1 bis), elles sont de la forme 


l 


U4, ..., 4 = des fonctions données de C,, ..., C4 


pour oa 
æ1, -.., p= des valeurs numériques données. ; 70 


Cela posé, soient 


Oy ys 0) (0) (0) Senco) 
| PAS MA Bae PU yea cee l'UE 


des valeurs numériques fondamentales de 
T1, Sits le Th) uy, sis, up 


a partir desquelles les seconds membres de (1) ou (1 bis) soient déves 


de ces arbitraires, opérée sur (3), fait retomber identiquement sur(r). 5 EY 


voir, de réaliser un notable progrès dans la recherche des phases 
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loppables en séries tayloriennes ; way, FRERES 
a+. + ik Cx+ aie Px. à x x ARE A ie DAS | 
eb LL PET RUES Ci ARR OP Pepe yee aes ; SR CN eats ja 
ax, Ci + + + HCE Oe RENTE ses 

C j = bY - Jos / LAN SAN 
k fonctions linéaires de C,, ..., Cx dont les coefficients « ont été SR SENS 
choisis sous la seule condition | #; Secs. 
Rise oe LE | | RS j bere 
ed aaa ete 25 F 9: ; a a à ie 
Xk, 1 ty State) Ak ke F è EX PES x ths 
Comme valeurs fondamentales des variables adjvintes Cu LS 5 Vs DA Cee 
prenons celles qui vérifient les relations ne Pt 
{ j ay he re die ont 3 Re a 
Cyt... oy eCet yu, (Ke a ee ena a 
Retest eo ee eee PO ge oN DRE ae By « | EN - 
f ax +... + op Cr OS UZ, TES pat MORE 
etsoient, alors, gi PAT SSS Cea ae 
aye) | bid ER FRE AR te RE LE aeons RER Sacre | "SUR 
À : | Up Ux( a4, ces Eh rs ry C;) À | Yen ey $ EE à 
| f NR. 2 tthe 
lek intégrales du système (1 bis) qui, DOUTE EN ae ARS ENS 
DNS TERRE ET fre ARTE à ou D SOS SORTE RENE 
3 é ame | ANR i 
se » réduisent aux fonctions knéaires (2): les formules (3), où C, aN es (es 
C4 sont considérés comme des constantes arbitraires, fournissent, 
ets | 


comme on sait, les intégrales générales du système (1), e et l'élimination = de 


- Cela étant, la propriété établie au n° 32 permet, comme on vale 


singulières du groupe des F;;, seconds membres de (1). Considérons a 
en effet le systeme obtenu en adjoignant aux X CTE ee (3) la relation yng 
ne d(U:, ..., Ur) LATE cs à 

h PR thet LR LRT Pad Fea Ne | > bon toe 
() ae CEE RT ER RMS 


Es 


dans ce système, qui relie les h as indstenminnes Dire SIDE eee 


Ms 
= 7 
~ . 
‘ ; À i 
&. 
> 
D." 
. J 
>" ; 
ï à 
AGREE LE ' 
Ae 
es A Cs 4 
a 
3 ‘Le 
~~ ae 
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NP les Gap ues Ge toute solution numérique, 
(es RER LAN ne st see YE); 


fournira, en y faisant abstraction des valeurs Me trader, seme Ci 
la phase singulière | 


(38 ARTE Vin ee ey Ux) 


du groupe des F;,;, à la condition toutefois, comme l'indique notre 
énoncé du n° 32, que 
(&; Tor 71 AS PR) 


soit bien l'extrémité finale d’un arc [A,(s, ...), Ac(¢, ...)], prati- 
cable pour le calcul par cheminement des intégrales générales (3), et 
tout le long duquel, en excluant la valeur finale de chacune des indé- 
Der Ur 
ECR SC 
n’acquière jamais la valeur numérique zéro. Sous réserve de cette 
restriction, indispensable pour la rigueur, on se trouve conduit à éli- 
miner, si possible, C,, ..., C, entre les £+ 1 équations du système 
‘fini [(3), (4)]. 

Observons maintenant qu’en raison des conditions particuliéres 
imposées ci-dessus aux équations intégrales (3), leur formation pré- 
sentera souvent de grandes difficultés, et que, dès lors, les calculs à 
effectuer pour l'élimination, ainsi que les vérifications relatives à la 
restriction de cheminement, deviendront pratiquement inexécutables : 
mais on peut tout d’abord, en ce qui concerne le calcul d'élimination, 
s'affranchir entièrement de ce surcroît de complications. 

Effectivement, si, dans l’espace à + # dimensions 


terminées s, ..., {, ..., le déterminant différentiel 


5 Pras teen ie res ux]|, 


on considère la figure variable à £ paramétres que définit le système 
des Æ équations 


” 4 
| MR Ne tin tre te Ces ug 0; 
5 | 
(5). elles berths apes ns TEE RECU 
| a + i 
MPa ig RE en =n ELS ee win RY SO 


cette figure variable a h dimensions admet, en général, une enveloppe 


41 
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ah+k—1 Lier, dont l'équation réduite s ‘obtienttra par Véli- ; 
mination des paramètres C,, ..., Gx entre les k équations (5) et la , ce 
relation i MR 
| DM LT ME) ay : eon rs 
| a RO ; Bt TAS set Wy ck | 4 
(6) y (Gi, ++, Gk) (5 ? a ix j 
le sysième [(5), (6)], en général normalement résoluble par rapport à = Mer 
k + 1 des coordonnées, AGE une caractéristique à h—1 dimensions (). 


De cette propriété, que nous allons établir, on: conclut que, dans 
l'élimination indiquée plus haut sur le systême [(3),(4)], de résultat 
est indépendant de l'écriture adoptée pour les équations intégrales géné- 


pales du er (1), lesquelles, définissant toujours, dans espace: Soom 
[les RAA 2 ui |], la même famille de figures, né peuvent = 
mnaiiquer, quand on effectue sur ces figures une recherche d’ Le ‘RARE 
ae de conduire toujours au tméme résultat. PES HUE 
AS sie avoir tres à cette recherche. le plus simplement qu: ‘On 
¢. LA 
(1) A cause b de l’équation G) cette (élimination fle ‘peut s effectuer: par la ‘résolution : 7 ihe 
des équations (5). : : iy SX LUN 
(2) RUE | ay | Le sy heed p EP tt = 
À “al 
ye et hes = ty ADens les ire Ralph i ra vaitehis vues ©) = =o die CS DFA 
3; général, une ligne enveloppe, dont l'équation réduite s'obtient par l'élimination du te eae 
paramètre C entre les deux équations F(x, y, C) = 0, a= = 6; l'enveloppe touche ; | à 
d’ailleurs en un simple or chacune des enveloppées. __ to Ne Se of Th SCO rn 
2° h=1, k= 2. Dans l’espace {Lz y, 5], la ligne variable SEA Pith) 
Ê a | f ‘ Ê : ? f D 4 à 
Fila, y, &, Cy, Cy) = 0, alm : iit : a, 
Fa(æ gta, Ci, Cy) = 0 el f : ath rade 4 ya fe 
admet, en général, une surface Era dont l'équatisa réduite s'obtient oar Péli- À BA Se 
mination des paramètres Cy, G entre les trois équations ; PR NT 
F(a, Ys 4, Ci, Cy) = 0, Fi(æ, y; 5, Ci, (0 = 0; (Eu Fi) = 0; \ 4 + 
fo d(C1, Go) Mf vk te 
Lenteloppe touche d’ailleurs en un simple point bhacuike des FE a Rae NS Le ps: % - 
3c heap k =f: Dans Vespace |[[#, y, s]], la surface variable L(x, y, 2, os 3 in 
admet, en général, une surface Go à LS dont l'équation réduite. oer par l’éli- ¥ een 
mination du paramètre C entre les deux équations L(x, y; 2, C)- = 0, o =o anh ; LE - 
iL enveloppe se raccorde d’ailleurs suivant une ligne avec SEAUURE des enveloppes. SA ase 
* à y R 
~ 7 d ny i 
»* à RE" 


"ty bani le 


| 
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aura pu, on juge insuffisamment commodes les vérifications relatives 
à la restriction de cheminement telle que nous l'avons formulée, on 
tachera d’apercevoir, soit par l’examen direct du groupe des F;,;, soit 
par toute autre voie qui semblera praticable, si les divers points de 
l’espace Me BAND ats AU oe ux || fournis par l’élimination sont 
bien tous des phases singulières (n° 25) de ce groupe. 


Interprétation hypergéométrique du calcul d’élimination. 


34. Nous établirons tout d’abord divers lemmes relatifs à la théorie 
hypergéométrique des contacts. 


Lemme I. — Dans un espace à n dimensions (réelles ou imaginaires), 


on considère trois figures, F,, BR, F;, ayant un point commun, ordi- 


naire pour toutes trois; soient n Dis RC Din ps leurs nombres 


respectifs de dimensions, que l’on suppose rangés par ordre de 


grandeur décroissante (n—p,2n— p,2n—p,). Cela étant, st, au 


. point dont il s'agit, F, est tangente à F,, et F, tangente à F,, F, sera 


nécessairement tangente a F,. 

La définition d'un contact d'ordre quelconque entre deux figures 
étant, comme on sait, indépendante de toute transformation Sonde 
opérée sur les coordonnées, il est toujours permis, si l’on y trouve 
quelque avantage, de recourir à une pareille transformation. Or, en 
vertu d’une remarque exposée ailleurs ('), on peut, moyennant une 
simple transformation linéaire des n coordonnées, faire en sorte que 


les équations transformées de F, soient indifféremment résolubles par 
rapport à tout groupe de p, coordonnées; qu’en même temps les é équa- 


tions transformées de F, le soient, hd rent, par rapport à tout 
groupe de p, coordonnées; et qu’en même temps aussi, les équations 
transformées de F, le soient, indifféremment, par rapport à tout groupe 
is Ps coordonnées. Pour fixer. les idées, supposons qu ‘il s'agisse de 

l'espace à 7 dimensions [Læ, Let PEN J], que l'on ait p,=1, 


(1) Sur les ee fondamentaux de la Théorie des contacts dans l'Hyper- 
géométrie réelle ou imaginaire, ete., n° 24 (Journal de Mathématiques pures et 


| ET GS 1923, fase. a) 


nie. re SS 
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Po= 3, ps=9, et que; dans le voisinage du point commun, les ta 
figures F,, F:, F; se trouvent définies par les systémes tenace ASE 

TX, (¥, 4,5, 6, U, Ad . ‘i gi 

Ba Kale ty ARR 

af oe Mya (Se; u,?), | 2 AS & af és 

CN A (OPA ET BOC Nae ek Se he a 

: ; -  æ=X;(u,r), ay oO es SMF TIRE | À 
: VY =YVql2, v), 7 : : t # ts i 

s=2Z;(u,?), © } nah ei ee 

Vis ae Sele ms ; Pee a ei ge 3 | 

t= T;(u, AMAR A AR PR FA MES hy 


comprenant respectivement 1, js à équations. En vertu des FR PRO": 


générales relatives aux contacts ('), on est conduit à former suCCessi- — Ne 
vement les trois groupes de fonctions com posées er te 4 2 =i ; 
(1). X, ($5.6 % ed ab, OV IR ey (ea ¢), Za(s, tu, e); $y AT e]; s 
era | | X5(u, e)— X,[S;(u,0), Ti(u, A ee Sas eee 

Co. a Yu, v)—Y; [S;(u; 0), Ts(u; 0), aye], 00 te aa 
Me ; Z; (u, 9) —- Zy [Sa(u, v), T3(u, e), we, MISE ol UE LES au ‘ 
uh‘ ; (3) X,(u, “=X RACE #), Zs(u, “ey Sas 6) THA, OP as D de HK LS A: x 
wpe ETS 
et à établir à leur sujet la propriété suivante : PVR re ON ENTER 
© Silon suppose: oS ARR EU CA 5 7% à oa 
1° qu’au point considéré la pach composée (1) s annule ainsi Rete a ñ 
que toutes ses dérivées premières (relatives à AS ag D HE PCR eae 
2° qu'en même temps les fonctions composées (2) s’ annulent = dé 
ainsi que toutes leurs dérivées premières (relatives au, v):. RD CERTA UE 
la fonction composée (3 pate? pourra manquer des KA PR re elle ae 
même ainsi que toutes ses dérivées premières (relatives à u, 6). 4 ea LE 
re = La chose étant manifeste en ce qui concerne les fonctions tee ewe 
_ mêmes, occupons-nous de ce qui. Concernèé les dérivées: ©: 24." 7 eee 

EY ee | Pour opérer le calcul des valeurs initiales des dérivées premières ne 
| SAULT MIT PES LR 

‘ (1) Sur les principes fondamentaux, etc. ; ARR RE ON te VAN LEE 
Pr AE 

< fe. 2 & { A a 

2 ¥ ] * - iy A F 
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65 
de (3), il est permis, en vertu de ce qu’on suppose sur les re 
composées (2), de substituer à (3) l'expression 


X2(S3, Ts, u, v) 


(4) 
MTS, T:,u,v), Z,(Ss, Lis 0), Ss, Ts, uw, v]. 


D'après la règle des fonctions composées, la dérivée partielle de (4) 
par rapport awa pour valeur 


OX, OSs 


0X, OT, 


OS; du 
OX, | OY) 083 


OT; du 
aval, 


oe 1 
ONG | OS, Ou 
_0X, | OZ, OS; 


OT; du ae 
OZ, OT, 


30 OT, du s! 


rays OS; du 


OT; du 


ce qui peut s’écrire 
du 


OT, 
du 


OX; OS; 
AS; du 

OX; 

Os, 


OX, 
or; 

OX, 
Ou 


OX, OZ, 
LES 
Ox OZ: 
OZ, OT, 
OX, OZ, 
tN Les OU 


OY: 
OX; 08, 7. 
== 0%, OY, 
PLOY. «i PER 
OX, OY, 
ae) Cary 


ort 
| 


Or, il résulte de ce que on suppose sur la fonction composée (1) que, 


+ 


7 


oe celui de ae et le 


terme indépendant s’annulent au point considéré : la dérivée première 
de (3) par rapport aw s’y annule done aussi. 
Et, semblablement, la dérivée première de (3) par rapport à ae. 


dans cette derniére expression, le coefficient de 


35. Lemme Il. — Dans un espace à 7 dimensions (réelles ou imagi- 
naires), nous conviendrons d’appeler Ligne toute figure à une dimen- 
sion; ou, en d’autres termes, tout système réduit n — 1 équations 
_reliant les n coordonnpes = un pareil système est normalement réso- 
luble par rapport à » — 1 des coordonnées (convenablement choisies), 


… et la coordonnée restante est alors arbitraire. 


L’entier h étant supposé plus grand que 1, considérons, dans 
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‘ 


l’espace à h + & dimensions 


[Ca tas Eh) UT - ual], 


5 PS Rae 
les deux figures suivantes, ayant un point (ordinaire) commun : l’u e 
. d’elles, ah dimensions, sera définie par le systeme réduit des & équa- 


tions 4 


Py tm, ve) Th; Us; y Ug) =O, bee 


| Se 


wi 13 


(6) A Po ns ot Re io ae 


. 


CA 
Nous nous bornerons d’ailleurs à | les envisager toutes deux, age ee 


4 
‘a 


_ voisinage exclusif du point commun dont il s’agit. — AE 
Cela étant, pour que les figures (5) et (6). soient tangentes entre elles, USE 
are faut et il su if fit que la ligne d’intersection de (5) avec toute figure ie a 
ak + 1 dimensions ( passant par le point commun) soit tangente à Re an 
Les figures (5). et (6) étant supposées tangentes, et le système [G), (6) dE ie | 
étant sHbpose) réduit, la figure de raccordement est à À — 1 dimensions. 


x 


sh AL Supposons, pour fixer les idées, que (u,, ..., in) soit I’ un Rue 

| groupes de Æ coordonnées par rapport auxquels le système (5) est È Y 
normalement résoluble : une des lignes auxquelles il est fait allusion 
dans l’énoncé s'obtient alors en adjoignant aux # équations se Wea 
système de pe I Pees 


7% 
vt 


be 


Oy | 
| ae oth CREME 

arbitrairement choisi sous la cals Re que le groupe “das #16 
EH Tr équations (5) et (7) soit normalement résoluble en fonctions — Se ote 
de quelqu’ une des coordonnées æ,, 2, ..., Xp, par exemple de x. 

= Pour que les figures (5) et (6) soient fangentes entre elles, il faut re 
et il suffit que, si du groupe (5) on tire les w en fonctions des 4 Le | 


ay J (Uy U(X, Ty, ce, La), 
an te Oe wey 


Ue U4 (1, a, -.., BA), 


QC To, see, Lh, vane ATHENS 


= ge 2 


R(æ:. Bo 5s meng i); 


nnule au “point considéré ainsi que ses diverses dérivées pre 
res OR Obes: OR 


r part, pour que la dignd [(S), ole et. la ean (6) soient | 
entre elles, il faut et il suffit qu’en résolvarit le système — 
VS en fonctions Wy x, et ie les ks obtenues dans le : 

Fu it ae 


"abord us te . 4 de 6) 4 et anapurter dans 2 Ch ce qui : 


ne 1% oe cn . ae 


Wego beeen eee rer. moje a) sot ee eee esgic 


\ 
à Pies (a, Lys es ss oh tee 


y 


“Set . ae 


à dy 


see 
4 Loe re 
by te > Shy uy ee eh re 
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et elle a pour dérivée première (relative a 2) parc he me È 
à To 
ee ox sde dia de UNS de NCA 


Cela posé ARE & AUTRE re 
La condition énoncée est nécessaire; car la nullité de (9) et (ao) à au - 


| point considéré résulte immédiatement de celles de ae Pash ; 
3 | FE “SR” OR eae OB a eee 
oat ake ie 3 R(x, oS. a a 9 ats 149 € à 


ER SE N) ae Ci ere Ne ‘ 
(02) Oty LC Gorka as ee 


t 


“La ‘condition énoncée est su ffisante. ; pe 
Considérons en effet la ligne [(5), (7) arbitrairement tracée st 
~ la figure (5). En désignant par x We 


Ree PR LE à les valeurs 
3 riques | de x, Los 2e. En AU point dont il s’agit, on peut tour à 
pour les h—1 équations (7), choisir notamment les h systémes i 

ang dans les h Ws horizontales qui suivent : HER 


As my? » = 
., cae k é ‘ ‘ y A : 2, 


ET Ps ot "epi eee)! : ee nt AR RUE 
“ d'y À Lo = aise 1 == Qi. 3 as 
ARS À 2 tse ’ Se ee : Satis 

x. - ; 


eee Pre a= al, | 


ve 


x 3—= eee re By, 


ae 2 1 hs ; % » Ÿ a É: à ee Xe, % . 
ee seal serie Har Las lo as et oy 8 Alan d après l'hypothèse, in 
FPE 3 _ considéré pour l’un quelconque de ces choix, on voit immédi 


, qu A en sera de même de. M Fins RUE a's 7600 DAT TRS EE 
AREA VAE MER ae ; oR oR ae RT Smet 
peeks i vere Heure CE CAPES RC æ Se om Oa,’ à oi ces on. ETES 
nie > ny RES è pase ie ‘ An ‘ a a, < à SP : . At ce * a 
kek pers $ 6% eA bole age eee 


PREY Tugun fo B. Les fi figures (5) et(G) étant supposées tangentes, pre système 
ERA Ne supposé réduit, la Sig gure de raccordement est a h— ok din 


4 Car le système [(5), (6)] définit l'ensemble des points 
+ aux deux: Ln en à contact. AS RE 


Patan, iE < hg premier point n'est a ailleurs | qu'u une conséquence. ‘particulier 
A ee terete n° ) +2 , , 
£ + 


y TRES QE TE PRE à 
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: 36. Du lemme que nous venons d’établir découle immédiatement 
le corollaire suivant : 
Considérons, dans l’espace à À + & dimensions 


| [aay ARE THEE Ne TS ux] |, 


la figure variable à 2 dimensions, dépendant de paramètres a, 6, ... 
en nombre quelconque, que définit le système des Æ équations 


(11) EMR RECON. LE qe achat merc eat te. à | 


normalement résoluble par rapport à quelque groupe de 4 coordonnées. 

Pour que cette figure variable (11) à h dimensions admette une enve- 
 doppe à h+k--1 dimensions, il faut et tl suffit qu'il existe quelque 
figure (fixe) de cette dernière espèce à laquelle soit constamment tan- 
gente la ligne d'intersection de la figure variable (11) avec toute figure 
fixe à k +1 dimensions. | 

L'enveloppe étant supposée exister, la caractéristique sera, en général, 
à h—1 dimensions. £ 


37. Lemme II]. — Désignant par A, k, / trois entiers positifs tels que 
h — soit > 0, considérons, dans l’espace à # + / dimensions 


(12) ; [Pater nmn ey An PURE TE Uys ares ee] 19 


dune part, la figure à 4 —/ dimensions que définit le système des 
k + l'équations | 


PACA CT gra NG SN x) =O, 
(13) A ap OR NG ST ice ea? Bas ; 
Pre Ors Pg ates Fe lug big les uk) =, 
LS d, (x; ; CR Bt RSR UE en TER i =e 0; 
(14) . Le VAE RTE Clty EU or SO PTE Re pete se... 
l ; DT, a, li Bigg, 6 oy Bayly, es UF) SO 


(normalement résoluble par rapport à quelque groupe de Æ + [ coor- 
données); d’autre part, la figure à Æ dimensions que définit le système 


70 sh CHARLES RIQUIER. 
des(h —l)+l=h équations ee 4 UA PTS 


Q; (45 cee, Ly Pi+ts +3 Lp; Uy, ++ : uy) =O, + j à Sa 
nas cie sde mS ole OUEN IR pie Vee. Sev ee RP do ce hace à ; j 
Qn_-i(21, +. Vy, Tiel AN Th U, r) Ur) FB si 13 A 1M ; 
, s ®, (a,, ses TI; Tiji ce) Th Wu AM ug) 0, nce x 
(14) ON aR Rae pt ee RON MATE HEAR : 27 


læ, (21, 2-55 Rah roa sot, Th) Kay pete eae FR * Ans > “ 


(normalement résoluble par rapport à quelque groupe de h coordon- a 
nées). Les équations (14), qui figurent dans l'un et dans l'autre +10 ne. 
système, sont (en vertu même de ce que nous supposons sur la nature — # ie 
réduite de ces systèmes) normalement résolubles par rapportà quelque LEE es 
groupe de / coordonnées, par exemple Das) x. ep igs QUI GER OFS RS Pees 
Shae s’exprimer en fonctions des 4 + h—L coprdanares restantes a. ne > 


Ri ehh ET eee alias tes LE soient ï 

M = ASE ao ? Th it Uy, ee a Ux) y : * | ; ‘ 3 tu à i SR ei 

4 LES Sos RAR Eee eee ere see ee greg ave 4 ie ; * wey EE 
Re Er (Liv, nes » Eh Use, Ua) | o-oo 

' ~ A Sere ie ae ee 7 gt 
les expressions obtenues. En ta transportant, à à la place de ieee sh KE 
S Ly, dans les groupes qe et (1 5), ae: ci deviennent respectivement RES 
Re ARRETE i SR, 2: 0 eee 
$ \  Pi(Ens En rs ARRET 1, 1. +, Us) =O, EY; ; Vee 4 $ 
(16) ted: DNS Le ARE à SRE tig TETE A A RU dE à TE POSER 
Paes, ss DH ah gs Zh, uy, vie, tee) SOS i. tg 4 (TVR Fe 

et. AR Se op ESTE ond AO à 8 ea 

Vars FETE : AN ESS A iy - 21 4 te 

ie 14 \ Q, AS PRE 2 T4; tN tay Be Uap ele = OF A A dott ins: ae in 
(17) : ys RHONE Hs A> SEE ate EEE sg ois Sas ARE A hay bs! hie © py. 1 4} " am 
i NET | k QnailEr, * +E, teas pes.) Th) Uy, 1" ty) = 0; ty à 3" re HBS. 
ae 
les groupes (016), (ay), Ft de cette substitution, définissent SX: 
dans l espace ak + h — id dimensions Be Bar fe cS eee ig 9 Ge me 

3 | é Te E TR ‘e 

(18) : Ê Tue sey io Uy, eae, uel], : 
| a le premier, as une figure à de en le second, (7), u une. 
figure à & dimensions, et l’adjonction du groupe (14) aux groupes — AS 
BEA EE (16) et. (17) fait manifestement Sed des deux figures: i 
4 =< > 

eh | | 
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(16) et (17) de l’espace (18), sur les deux figures primitivement con- 
sidérées de l’espace (12). 

Cela étant, pour que, dans I’ espace (12) à k + h dimensions, la figure 
à h — I dimensions [ (13), (14) ] et la igure à k dimensions [(15), (14)] 
sotent tangentes entre elles, il faut et il suffit que, dans l'espace (18) à 
k+ h — 1 dimensions, la figure à h —1 dimensions (16) et la figure à 
k dimensions (17) jouissent de cette méme propriété. 

Ce lemme résulte immédiatement des définitions posées dans la 
Théorie hypergéométrique des contacts. JL est, notamment, applicable 
dans l'hypothèse 1=h—1,. ot les figures [(19), (14)] et (16) se. 
réduisent l’une et l’autre à des lignes. 


38. Du lemme III (n° 37) nous déduirons le corollaire suivant : 
Considérons, dans l’espace à h + & dimensions 


(19) [Las Phe 1 Dip eer ee ux]|, 


‘une figure variable à / dimensions, dépendant de paramètres «, B, 
‘en nombre quelconque, et définie par le système des / équations 


| PCA DR ER US uni, By Ye 05 
‘(20) k tes eos OI ne ete Du vR Gee NG DAS OC TIC 4 
| Pea TLh-1s Lh, 4, » Ur, Hs B, 1-6; 


que l’on: suppose normalement résoluble par rapport à quelque groupe 
de & coordonnées. Considérons en même temps la figure fixe à 
k+ 1 dimensions définie par le système des h — 1 équations 


(21) RES RL NA eA x oq spear ai teiare RES RARE ALES . 


et supposons que le système [(20), (an) soit eu résoluble , 
par rapport à quelque groupe de & + h — x coordonnées : ce dernier | 


système définira, dans l’espace (19) à 4 +h dimensions, une ligne 


variable dépendant des paramètres «, 6, ... Le groupe (21) étant 
d’ailleurs, en vertu même de nos enetheses Pe baslantent résoluble 


_ par rapport à quelque groupe de h—1 coordonnées, par exemple 


x se dns oe its vas an ae PROS ot ira vy > bis vate rs aes ee 2 Xe GRD Pe 


LS À 
Card 


Si 


po, pes 


DES 
LC RARE 


CHARLES RIQUIER. 


, &,_,, Considérons les valeurs 


os wo). 8 0 le a ae Ole Of Lees vi we wee, ON 


Th 1=bn-1(2n, “4, Uk); | , yy + A ee i Mae 


TV PES PRE Le Pie? 

ee ATOME PRE re Le gy 
À ao "ER: 2 Visite 
—- » at f 


obtenues par cette résolution, et transportons-les dans le groupe (20): a 

celui-ci deviendra | A == STARS CEN es ARR 
cf : 3 : + Ni 07" a ae 
P;(E:, teeny Gna Th, Uy, +++, Uy, a, 8; RIVES es F < = ue: 
(22) de sono 90) sue te) e o's DORE?) Re ite PAPE i ' Beco. 
Pr(bts +++ ae » Th Uy, +++ Uk, À, Bg vas) ras 0°05 mS oar 82 ata 

‘ : à } Pe) A 
et, dans l’espace ak+1 dimensions é [NE SE 
(23) . [es “415 TOR > WI], ant . : re NUE A 28 je 5 


le groupe fésultant ae définira une ligne variable, epee aay elle 

atest des paramètres a, 6, . 8 

Roe oh eae OF pose, pour que, dans fete (9), L ligne Robe (aon ae 

_ admette une enveloppe à k dimensions, il su Lffit(') que, dans l’espace (23), SES 

|: la ligne variable (22) admette elle-même une enveloppe à k dimensions. en 

NE Supposons en effet que, dans l’espace à & +1 dimensions (23) Ja a 

* ligne variable (En) admette une PU ak dimensions définie par + #3 

l'équation réduite. TS ES NET ed hind oo eas <a 

(BAY HE SO (af bic en a Gui 17) CA SSSR ee 

Pr tt pee iy UN ie D EE ANT RES Bes . Be: 

d'une part, dans espace. à k-th dimensions (19), la ligne” hs 

variable [(20), (21)], et la figure fixe [(24), 2D] ak dimensions; ine 

d'autre part, dans l’espace à #1 dimensions (23), la digne 
variable (22), et la figure fixe (24) à # dimensions. _ 

At La ligne variable (22) étant, par hypothèse, constamment tangente 

ake à la figure fixe (24), il résulte. immédiatement du lemme Ill, ou l'on. à ae 

supposera l=h—1, que la ligne variable [(20), (2 0] est constam- 

oben tangente (? ). à la meee [(24), ur LES NS AE 


| + 
te ae AE a “igh, 


(1) Ce n est qu'une tie suffisante. 2s: Re 
(2) En général suivant un He point. I pat Dee Chit histo 


% 1 Pk thn Rs 
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39. Nous pouvons procéder maintenant al’ exposé de l'interprétation 
hypergéométrique annoncée. 
Dans l’espace à s+ h dimensions 


[Les ss Ep, lly, .-., wel], 


considérons la figure Tati: ak paramètres que définit le système 
des 4 équations 


(25) - CAE ae As AT ges PS. Kaas Pitre er À 


(normalement résoluble par rapport à quelque groupe de # coordon- 
_nées) : nous allons établir que cette figure variable à h dimensions 
admet, en général, une enveloppe à k+ h— 1 dimensions, dont l’équa- 
tion réduite, 


(26) | CRIE Prime ee UE) =O; 


s obtiendra par l’élimination des paramètres C,, ..., C;, entre les k équa- 
tions (25) et la relation Re | 


re | DEN ARE) 2 dE 
7) \ HD CM AE 


le système [ (25), (27)], en général normalement résoluble par rapport 


à k—1 des coordonnées, définira une caractéristique à h — 1 dimen- 
sions (?). 


I. Notre proposition est vraie pour h =1 (quel que soit 4). 
Considérons, dans l’espace à £ + 1 dimensions [fe HE ux} |, la 


‘ 


| (1) A cause de l'équation! (27), cette élimination ne peut s'effectuer par la résolu- 


tion des équations (25). | FAT 
(2) Voir les cas particuliers cités dans l tonedusnion (IT). 


Ann. Ec. Norm., (3), XLIV. — Mars 1927. 10 
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5 AN. VO, ks be tet i 

ligne variable a # paramètres que définit le Ay Steme: LR ct iy eee 
‘ | F(æ dé AUX, C, " Cy) = 0, 17 M : : ey. 

(28) : LR A Sa ie Ge Sue ce te bes Ie ienans tans oe: LR à ~ pee! 
AS | Fy(w)ay, » Uk, C,, tas LS de) AS < “eee 3 

NES 

(normalement desole par rapport à quelque groupe de # apariod: RUES 
| nées): il s’agit de voir que cette ligne variable admet, en ‘général, "0 
une enveloppe à # dimensions, touchant chacune des enveloppées en. cite 
un simple point, et dont l'équation réduite s'obtient par I’ élimination VAE 
des paramètres C,,..., Cy entre les k UN (28) et la relation Pee ay 
; % | ALES Fi) As A. , CREUSE PS: 
Pies : Bi so, ; ae 

: Or, en se D po AN à la Théorie D ne td ea des contacts, et os ra 

à la démonstration, développée ailleurs (' ), d’un cas particulier (hes eas tae 


du point visé par le présent alinéa I, on aperçoit aisément que les … 
raisonnements exposés demeurent applicables, mutatis mutandis, ate Ae ie 


une valeur quelconque de 4. En conséquence : | x? pe 

Pour exprimer à l’aide des paramètres C,, ..., Cy les coondonnsees FU 
d’un point variable de l'enveloppe hypothétique? on s’assurera que FT 
dans le système [(28), (29)], certaines restrictions d'inégalité, dans ae 


le détail desquelles nous n’entrerons pas, se trouvent satisfaites, et’ 


l’on résoudra ce système par rapport aux +: coordonnées LA . 
Quis ere Ue Les fonctions inconnues 2, u,, ..., Ux des variables — À 1 28 
CG, ..., Cx étant en nombre précisément égal à celui des équations FAR 

bien: Ale elles doivent, satisfaire, la non- -existence de l’enve- eee 

loppe sera le cas exceptionnel, son existence le cas général, et son — . mS, 
équation réduite en 2, u,, ..., u, celle qu indique l'énoncé ; cette ae 
enveloppe, à Æ dimensions, touchera d’ailleurs en un Ans Port , RES 
chacune des lignes enveloppées. PA * ere 

IL. Notre proposition est De pour h>x (quel que soit #). LE ee À ù 


(1) | Sur l'enveloppe d'une entire de lignes à deur paramitres (Nouvelles 
Annales de Mathématiques, novembre 1923). ic call : | 
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Coupons en effet la figure variable (25) a A dimensions par une 
figure fixe a hoes 1 dimensions, 


(30) FA a LE TN Lit SAONE hearse os 


arbitrairement choisie sous la seule restriction que l’ensemble des 
points communs aux deux figures soit une ligne [c’est-à-dire que le 
système des # + h—reéquations (25) et (30) soit normalement réso- 
luble par rapport à quelque groupe de #-+h — 1 coordonnées |. Si, 
dans les Æ équations (25), nous remplacons À —1 des coordonnées 
par leurs valeurs tirées de (30) en fonctions des #+ 1 coordonnées 
restantes, nous aurons, dans un espace à £ +1 dimensions extrait 


HN : | Fa Gey 


(31) | [tx, SANTE ts AR 


une ligne variable dépendant des paramètres C,, ..., C,. En vertu du 


_ numéro précédent, pour que, dans l’espace (31), la ligne variable 


[(25), (30)], qui dépend des mêmes paramètres, admette une enve- 
loppe à # dimensions, il suffit que, dans l’espace à # + 1 dimensions 
extrait de (31), la ligne variable obtenue par la substitution qui vient 
_ d’être dite admette elle-même une enveloppe à # dimensions : or, 
c'est ce qui a lieu en général, en vertu de l'alinéa | du présent 
numéro. L’équation de cette deuxième enveloppe s’obtiendra d’ailleurs 
en opérant la mème substitution dans l'équation (26), que donne léli- 
mination de C,, , C, entre (25) et (27) : l'adjonction, à l’équa- 
tion (26) ainsi Hide des À —1 équations (30) fournira donc la 
À première enveloppe, et le lieu de celle-ci, résultant de l'élimination 
des fonctions arbitraires W',, ..., W,_,, se trouvera défini par l’équa- 
tion (26) telle qu'elle est écrite. 

 Obseryons maintenant que ce lieu, étant constamment en symptose 
avec la première enveloppe, laquelle est constamment tangente à la 
ligne variable [(25), (30)], ne peut manquer, en vertu du lemme | 


(n° 34), d’être constamment tangent à cette dernière. Il en résulte, en. 


ven du n° 36, ae la ‘Hipuré fixe (26) enveloppe la figure variable (25); 
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la caracteristiqghes définie par le système des #+1 équations ods 


et 
et (26), sera d’ailleurs en général à à h — 1 dimensions.” ee 
40. Notons, en terminant, la remarque suivante : SEE 
LE NEC 
L’entier À étant supérieur ou égal à 1, si l’on désigne par #, 2 A 
deux entiers (arithmétiques) tels que #+#"—#, et si, entre les” eS 
k+1 équations (25) et (27), on élimine #” des paramètres, pire ag 
exemple: Cr: ..,: Cire On obtiendra une figure RER h See 
k"+h—1 ete dépendant des paramètres C,, ..., Cw, CHERS 
RME 
constamment en symptose avec la figure à # + Wai dienstpee (8), oY 
ve win 
fournie par l’élimination de tous les paramétres. Ree att {= TROT 
iy 3 ban 
a Trio) ae 
À À ù A à ons 
ois à | Kids + ome 
CHAPITRE Tl. fgg Pie mae ¢ 
EXPOSÉ OU RAPPEL DE PROPRIÉTÉS iS 3 Ê 7 oe à fi 
DONT JOUISSENT CERTAINS SYSTÈMES PARTIELS DU PREMIER ORDRE, à ; SFA S 
CHER 
| Te ; | re à | ey s 
AR i | 
Al. Les systèmes du premier ordre auxquels Li allusion Le titre Le 
ci- dessus sont : ARENA (Wan eo TNT LOS 
1° Les systèmes partiels du premier ordre linéaires par rapport a aux 5 à 
dérivées des fonctions inconnues qui s ‘y trouvent engagées, et Pos secs 
tant la structure de ceux que l’on pors\dere dans la méthode dinté- 
gration de Jacobi généralisée ('). #4 Ry AE 
2° Les systèmes partiels non linéaires du premier Pope n Simple | Ne 
quant qu’une seule fonction inconnue, et résolus per rapporta à diverses | Sa ae 
dérivées (premiéres ) de cette inconnue. SANTE Un ; 
42. Occupons-nous RE d'abord du premier de ces deux types, et 
« : Pye ; > ee 7 2 ree y a 
y £ 7 . Py WT” , : si uy + { Ab : DE € ? ey oe 
(1) Ces RER peuvent impliquer un nombre quelconque de fonctions | inconnues. PES 
Voir Les systèmes d'équations aux dérivées partielles, n° as Rte : Ly VER 
~ . / Nil 
à à - «7 Fe 
| CUS AURA 
*, \ - PLAN Le a moe KE 
‘ À ROSE No 
; | DE | 
L] 0 va ae 8 F. i \ Es ~ 
: Re aan a es NME CE at a 
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. , oe 4 . A x 
considérons, pour fixer les idées, le système 


où s, ¢, u, v, æ désignent cing fonctions inconnues de a, y, 
he dé 


NES 1/10 ou 
CPE du ou 
dy = Ü, + Sy ne AU Ty OL ? 
Ou Ou du 
Ps U,+5, ae Beds FT 
OUR ov de 
FRS Vat Sz ae + T, Ape 
ov ov ov 
I — = TRES 
(1) ay Vy + Sy eae ry aa 
eS ov ov 
à By V.+5S, as a, aye 
Ow Ow Ow 
Ow . ow ow 
Oy = Wy + Dy ra Ty 0 , 
dm | Ow Ow | 
| De ER ET CE ot 
dans ces formules, u, v, w désignent des fonctions inconnues de x, y, 
Oe PR AE | ' : 
LP Arr U,, V2 Vy, Nea AE Wie Wi; 
Sas S, ? Dz) ive Ty 7 Ty 
des fonetions analytiques connues de æ, y, z, 5, t, U, ©, W. 
De Propriété. — La passivité du système (1), si elle a lieu, 
entraine, comme on sait, celle du système différentiel total 
LOS IE Oe Ou? Ov. Ow À 
: Pee a hima. a de gfe alte Ne 
er os à ot OUT DE TR Ow 
(2) Den di ae HIS RDA Te 
: GENRES NOR DRE ON AS 
Oz =r S52, oe + Un MT NS) 


Bly). 


(1) Si, dans un système partiel du type actuellement considéré, les équations sont 
en même nombre que les fonctions inconnues, le système total qu’on lui fait ainsi 


à 


cor Epp mares est un: re. d'équations différentielles ordinaires. 


« A 4 ; ape À rx is lee ds < 
ieee ea £ 4 gs) 
x A N a at us * : x 
7 on th an tain CITES 
- ; 3 / ] à ie 
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à 
Deuxième PROPRIÉTÉ. — Les phases singulières du groupe des seconds 


membres sont fournies, dans le système Cy et nl le système (2), Fee - 


les extrémités finales des mémes ares. 


A. Considérons une phase ct du groupe: des botouda 


membres de (1), fournie par un arc, A, dépendant de certaines indé- 


terminées (réelles), et supposons pour un instant qu’elle ne soit pas 


une phase singulière du groupe des seconds membres de (2). En 
vertu de notre définition du n° 25, les seconds membres de (1) sont Aue 


calculables par cheminement sur l’are A tant que l’on s’astreint, pour 


chacune des indéterminées dont il dépend, à faire exclusion de la 


valeur finale, et, dès lors, il en sera de même pour les dérivées de ces. 
seconds membres, notamment pour 


Sip. By ae ore Ty Tes 


puispour } 
PAUSE (U.+S. tae) se Sick Raber 
OSG OREN are Roe poe 

gi res ae st sue FRET 


gee nt Adie pour U,;, U,, EU: La même chose a lieu, semblablement, 


pour Ve, V,, V., et enfin pour W,, W,, W.. Elle a donc lieu, en résumé, 


pour les seconds membres de (2). Cela étant, sile groupe de ces seconds | 
membres était calculable par cheminement sur l'arc A jusques et y. 
compris l'instant final, d’où résulte manifestement que la même chose 
aurait lieu pour les seconds membres de (1), l'extrémité finale de 
l'arc A ne fournirait pas une phase singuliére du groupe que forment 
ces derniers, ce qui est contraire ? al hypothése. 


B. Inversement, considérons une phase singulière du groupe Ho 


seconds membres de (2), fournie par un are, A, dépendant de certaines — 


indéterminées, et Supposons pour un instant qu'elle ne soit pas une 

phase singulière du groupe des seconds membres de (1). En vertu de 
notre définition du n° 25, les seconds membres de (2) sont calculables _ 
par cheminement sur l'arc A tant que l’on s’astreint, pour chacune des 
indéterminées dont il dépend, a faire aan. de la valeur finale, et, 


‘ . . 7 A 


wa 


1 F 
= re + 
À 


at 


SUR LES FIGURES INTEGRALES SINGULIÈRES DES SYSTÈMES D "EQUATIONS. 79 


ae lors, il en est manifestement de méme pour les seconds membres 

e (1). Cela étant, si le groupe des seconds membres de (1) était 
nee par cheminement sur l’arc A jusques et y compris l’instant 
final, on voit, en raisonnant comme nous l'avons fait plus haut, 


qu'il en serait de même pour le groupe des seconds membres de (2). 


T ? , ove * . . 2 
L'extrémité finale de l’arc A ne fournirait done pas une phase sin- 


_gulière de ce dernier, ce qui est contraire à l’hypothése. 


43. Considérons maintenant un systéme non linéaire du premier 
ordre n “impliquant qu’une seule fonction inconnue, uw, et résolu par 
rapport à diverses dérivées (premières) de cette inconnue. Nous 
supposerons, pour fixer les idées, que uw dépend des cinq variables x, 


db! - ua ee ae HE AE Oe 


x, 


i Ge I GP 
RTS ee. Oe pet et ae ES 


TE. 


y, 5,4, t et que le système est résolu par rapport aux trois déri- 


4 Ou du du du du 
vées NT TE adoptant, pour les deux dérivées restantes oe oe 
les notations respectives w,, ae est de la forme 
NO J 
aa DEN MODES U, Us, U), eo 
| du 4 l 
: (3) \ AN EG nr ur), 
Ou ; 
Ame, Be Wak ye hanes g Ws; ue), 


où F,, 1 F. désignent trois composantes analytiques connues. 


En même temps que le système partiel (0) considérons le système 


pes total auxiliaire 


05 Fe at por. 
nec : 7 YA Or YA Ox Ta OLA 
| os ___ 0, ot _,= OF, 
ET POP RO dy roux, 
oe AOI oe oe tr, 
| ae - Oz —— du, 5) Os ‘Oa Ou; ) 
du, dF, Fe du, OF, OFs 
i dc os ou” TAN OL MID EME 
due OFy | OFy du, _ OFy | OF, | 
‘ Oy et Or ee. ay Ob an 
be dts OF Se Ok, Ou, OF; 4 OF x) 
é i eee eae ve DAME I Oe 


Loca 


ar 


re 
ee 


bee 
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où 5,4, u, Uy, u, désignent cinq fonctions inconnues. de x, ae A! quit ie 


ro (oc LI 
se déduit de (3) par un mécanisme évident ('). de Ke 
Les systèmes (3)-et (4) jouissent l’un par rapport à I autre de pro as + Ÿ 
priétés toutes semblables à celles que nous avons QE ec au numéro .— Le à. 
re _ précédent pour les systèmes (1) et ay 2 aa tae eae ‘ets À 
| ire ‘à 
‘A4, Préluite Propriéré. = La PAVEE du système on si elle À lieu, EF 
entraine celle du système Cie CU ‘ ae i ae ae phen ee aig 
I. Considérons actuellement le Bees partiel linéaire du premier é 0 
ordre ek D RTS JE LE NES 
dus OF, | OF,  OFz dus | OF z us oe et 
= —— - Us Se ae D À > oa 
Ox ds: Out dus Os dus Ol” see” Le 
Le | } | dus OR, ? ar, ON. dus” OF, du, au a ie ET “ # 
Pe Coles NN APR EE EE Ps shana Ws Se — + a — wagner oe 
a PNA OF Se ou. Ou, Os Our OL Fee 2 ~ 2 aa 
t < . 4 Ps 7 ‘ ALERT >. 
PA dus __ oF. : CL ie pees dus res oF; dus. ES SRR S CEE Là | 
da On Oy OU NA". dus AU ER NRNEREES 
Qui _ ORs | Fee OFe Os | Os due UN 
‘i Ox Ot Ou dus ds. LE du, ot à h A Pa He oe “it ie 
oe Pisa: te ens 3 NRC Ae ER MATE ONE 
| QUE Ou, OF Saks: OF, st OF, du, * é ENTRER 
(6) du ot Que dus 0 Re “ads! DU SE, SE The aye 
du, OF, "OF, OF, Va gy dE, due uaa NN 
‘Vos. or ou: Ga du, dt? iL ae 
j PS F F; Où + oF, RS RTE: 
et CLP ie eae Mer + a sous me are 
e : Le dx dus Ou, ~~ dus 0 "du, Ot’ oR AE CNRS 
rene ON AL peg hs Peg LT TAN a 2 OR) date? Sag 
Bk EY ay aa Yous que que as da, WEP A ae NE 
Des Oe yk Op «dE ORY du OR Sve ON IN 
GTA ia Pau Ody Bs ag OF eA 
ae + x ‘i 
Le systéme | linéaire 1), (6), 1, impliquant les fonctions i inconnues | ag 
en, tht Os variables indépendantes x, y, 3, s, t, et présentant la struc- we 
ture de ceux que l’on considère dans la méthode d'intégration de Jacobi — 
; past: est; au pou de vue de pe ey GN une asunes 7 
“a (1) Dans le cas où le système actuellement * ‘considéré! ne. ÉCART qu'une seule Nes 
_ équation, le système total auxiliaire qu’ ‘on lui fait ainsi correspondre est un n système 3 > 
3 dequstions différentielles ordinaires, ==. OST CURE ARE 
é == : f > à 5 Ps = Senge: 
7 = c LE | : À a ; . : Be A 
rh gies ‘ atte + 
’ > A ; gS +, #2 
, r as" f » Re ee mea à 
4 ! : a. ; 7 ne is iw 
| oe Eee AN à Rees tT 
TER À Sib ia C7) Rak ARE 


. 


_ la propriété qui fait l’objet du présent n° 44. 


; rene 
ME nl 
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évidente du système (3) : à toute intégrale ordinaire (!), u, de celui-ci, 


il suffit en effet d’adjoindre les deux fonctions u,= ee u,= a pour 


avoir un groupe d’intégrales ordinaires de [(5), (6), (7)]. Nous 
appuyant sur cette propriété, nous établirons que la passivité du 
système (3) entraîne celle du système [(5), (6), (7) |, laquelle entrai- 
nera, a son tour, la passivité du systéme (4) : ainsi se trouvera établie 


II. Formation des conditions de passivité du système [(5), (6), (7)]- 


_— Pour former les conditions de passivité du système RÉDNCRMOANE 
il suffit d’adjoindre aux équations qui composent le système celles 
qui s’en déduisent par toutes les différentiations premières possibles, 

‘et d'éliminer entre les équations du système résultant toutes les 
dérivées principales du premier et du second ordre. Aux diverses 


dérivées cardinales, 
Oru d'u Oru 
dxz0y 0xds dy 03’ 
Or us dus us 
Ten eve PDP 
d'u, du, Or uy 


ae Ox dy’ 0x0s’ dyads’ 


Le 


correspondront respectivement des conditions de passivité ayant la 


forme 
| du Ou 
‘ Aay,s Os + AE ot ae 


4 du du 
(8) og LP Os Ir Ansty, 


; rte 
du + Ayes oA + Aysu = 03 


! Ou 1 
ae Anya + Anya. 0; 


Ania = 0, 
ae À gr HO 
As 37 
IBS Os 
Ou, 


EN ou AT ny 
À (9) oF ; 1e ; ’ Aus, oc Ue Bits: ra Ass = 0, 


Ae a er d 


» 


dus 


f Le , Ou, 
a ee dt 


‘ À; — mer SEA ye a 05 
dr | mj Sy. Os 


Set es Voir l'Introduction, V._ 


Ann. fe. Norm., (3), XLIV. — Mars 1927. PEL 


EE pe IE Rea AE CET AE PRE Et ue 1S ets RAT Se + 
VAE AIO teen ML, Pisin ART MAO LION 


a 


sas 


PRE 


+ 


KES 


> ae 


rd 


ae 


2 ee) le ee Ca et 


Ge cas bare ty 


>. 


LE 


Re 


LA Past 
RÉ 
A 


nie 


Ex 
PE” 


PER 


mnt 


inp 


— 
ae SR Lie 


(a oe 


Mi 


+. 


uP. : + LA » Pb » 
44 0 7 a ay may à 74 Ka *) ee se n. FF 
yen ere! re * - ee, pis uF % PUB ES MER A 
; Se ee TND EE 

i oF 5 CR fe «x is 

1 l « : 7. x 4 DE « 

+ - Es : 
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du, Our | ihe Ra Ce ESS 
i ; Pas Os Os ae Any, t dt + Agyu,= 0, ; fA iy à 
du, du, À AN RES 
(10) (ay pet Os + Ass Op at + Au JO; à - non Rim 
h © C - Ve % 

du dus fs ee 
| Le es ee : + a 
| 47 one 
où les A (il n’y en a que quinze en tout) désignent certaines expres- ee 
sions composées avec les coefficients du système linéaire [(5), (6), (7)] | oe 
et leurs dérivées nue du premier ordre, et ne contenant, rs a 
suite, que æ, y, 3,5, Eh Al gy pe = wee: i: 
Qu 

Ill. La passivité du système (3) entraîne eee du système TON (6), Cate ; 


ou, en d’autres termes, la nullité identique des quinze expressions A; eae 

Les valeurs numériques initiales de x, Vs By Sp dp Hy Us pecan US 

choisies à volonté dans les limites où les seconds membres de(3) sont = 

tous analytiques et réguliers, considérons l'intégrale ordinaire, us Ye " 

du système (3) qui répond à un choix complètement arbitraire | 

+ des valeurs numériques initiales des dérivées paramétriques dew 5 

dont l’ordre est supérieur au premier (ce choix étant assujetti 7 ere 

la seule restriction que la détermination initiale de wv ait un dévelop- ee 
pement convergent). En vertu de la passivité de (3), I’ intégrale dont = 
il s'agit existe effectivement, et, en lui adjoignant les deux fonc- NS 


tions u, = ot » Uy= æ, on obtiendra un certain groupe d'intégrales 
du système [(5), (6), (7)|- Ce dernier système admet d'ailleurs comme + 


- conséquences nécessaires, au point de vue de l'intégration (ordinaire), et: 

ses propres conditions de passivité, et notamment les relations (9), À 
lesquelles ne contiennent que x, y, 5, 5, t, u, Ds this (= a a) ‘634,028 

et (= Sn) © il en résulté l lati - ie 
RAT En que les relations (9) sont numérique a 
ment vérifiées pour les valeurs initiales de ces dix quantités, et par =e 
suite, à cause du choix arbitraire de celles-ci, identiquement vérifiées. We 
£. On en déduit immédiatement, quels que soient 2, y, =, s, t, ps Us us : Po 

j MT A Pet Ary 0, Asus 0) te 2 he 
Axs,.;= 0, Resi 0, Asus — ON ee al ba EN EN Le 

ER ae PEN A ET NUS CET E te Fea... 


‘<a 7}? . AL “> 5 155 a ‘ LS ne i. 
Si lon tient compte maintenant des six relations figurant dans 


~ 7 A 
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les deux premiéres colonnes de ce tableau, les relations (8) et (10) 
deviennent 

Agius Oy Aer Oe Agee 
et 3 

AS 0 Are 04 ARR à 
ne te dès lors, que x, y, =, 5, t, u, u,, u,, elles seront numéri- 
quement vérifiées par les valeurs initiales spécifiées plus haut de ces 
huit quantités, et, par suite, identiquément vérifiées. 


IV. La passivité du système partiel [(5), (6), (7)] entraine celle du 
systeme total (4). 

Voir Les systèmes d’ équations aux dérivées partielles, n° 206, I, 
etn? 208. 


__ Y. L’exactitude de notre énoncé général résulte du simple M 
chement des alinéas III et IV. 


45. Deëxième Propriété. — Les phases singuliéres du groupe des seconds 
membres sont fournies. dans le système (3) et dans le système (4), par 
les extrémités finales des mêmes arcs. 


I. Considérons une phase singulière du groupe des seconds 
membres de (3), fournie par un arc, A, dépendant de certaines indé- 
terminées (réelles), et supposons pour un instant qu’elle ne soit pas 
une phase singulière du groupe des seconds membres de (4). En 
vertu de notre définition du n° 25, les seconds membres de (3) sont 
calculables par cheminement sur l’arc A tant que l’on s’astreint, pour 
chacune des indéterminées dont il dépend, à faire exclusion de la 
valeur finale, et, dès lors, il en sera de même pour les dérivées pre- 
mièrés de F,, F,, F., puis pour les divers seconds membres de (4). 
Cela étant, si le groupe de ces seconds membres était calculable par 
cheminement sur l’arc A jusques et y compris l'instant final, la même 
chose aurait lieu pour les fonctions 


. OF, + OP," oF , dE, 
| (Feu =u. | WROTE Vega EA 
; oF, OF, oF, OF, 
(11) | (F,—u, Ave - LENA Te :) RS ET > + Uy Wigs 
FSC eR oF, oF. 
se. lotte 


4 TR TA 

Shi te © CHARLES RIQUIER. FL ED Se SC PNRS i 
c'est-à-dire pour les fonctions F,, F,, FE. : l'extrémité Saale de l'a arc ee ents my 
ne fournirait donc pas une phase singuliére du groupe des seconds * oo 
membres de (3), ce qui est contraire a I’ hypothèse. SRE ACs 
IT. Inversement, conadeaang une phase singuliére du groupe des ia: wi? : 
seconds membres de (4), fournie par un arc, A, dépendant de cer- Peete 
taines indéterminées, et supposons pour un instant qu’elle ne soit ie 
pas une phase singuliére du groupe des seconds membres de (3). En i hi 
vertu de notre définition du n° 25, les seconds membres de (4) sont | x ÿ À 
calculables par cheminement sur l’arc A tant que; l'on s’astreint, pour. < LA 
chacune des indéterminées dont il dépend, à | faire exclusion de las 3s neh, 
valeur finale, et, dès lors, il en est de même pour les fonctions (11), a 
c'est-à-dire pour F2 hee ae Cela étant, si les fonctions FAT Te VS 
_ étaient calculables par cheminement sur l'arc A jusques et y compris trae 
l'instant final, la même chose aurait lieu pour leurs dérivées ps SLA 4 
et par suite pour les divers seconds membres de (4) : l'extrémité Fe 
finale de l'arc A ne fournirait donc pas une phase singulière du Se 
groupe formé par Passociation de ces derniers; ce qui est contraire ie oy a 
l'hypothèse. bk eo: QE, sy 
: om See pa hor ARS 

CHAPITRE IV. Let, ek ak ae 

INTEGRALES SINGULIERES; east zh ME BD ia ‘5 

LEUR RECHERCHE DANS LES SYSTÈMES PASSIFS pu PREMIER ORDRE S if can 

DONT L INTEGRATION SE RAMÈNE A CELLE D’ UN SYSTÈME TOTAL. Sat re a 

‘ MIS (A 

\ PEUR de TL 

Figures intégrales singulières. | LEE MARIE A e an 


‘46. Cônsidérons un système quelconque a’ édit aux dea vben | wee 
partielles dont les premiers membres soient analytiques et les seconds 


membres nuls; désignant par æ, y, ... les variables indépendantes, MU 4 
et par u, v, ... les fonctions inconnues engagées, dans le GT Puan 
nommons groupe d'intégrales tout groupe de fonctions J'EN AUTRES 
U(x, ys PE V(x, y; ce), HR | Be 4 à Ja ie 

4! #4 a i ~ : . A { L ae l'ai 
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qui, substituées à u, », ..., transforment en identités les diverses 
équations proposées, et envisageons, à l’exclusion de tous autres, les 
groupes d’intégrales analytiques. Cela posé, une distinction essentielle 
doit avant tout être faite entre les divers groupes possibles de pareilles 
intégrales. 

Un groupe d’intégrales analytiques sera qualifié d'ordinaire, si l’on 
peut assigner aux variables indépendantes quelque domaine de varia- 
tion tel, que non seulement les intégrales dont il s’agit y soient expri- 
mables par des développements (tayloriens) construits à partir du 
centre (n° 14), mais que, de plus, leurs valeurs, prises conjointement 
avec celles de leurs dérivées et des variables indépendantes, restent 
toujours intérieures à quelque domaine où tous les premiers membres 
du système soient exprimables de la même manière ('). 

Un groupe d’intégrales analytiques du même système sera dit sngu- 
lier, s’il n’est pas ordinaire, ou, en d’autres termes, si, dans le domaine 
de convergence du groupe formé par les développements initiaux des 


_ intégrales, et aussi loin que ce groupe puisse être prolongé analyti- 


quement, les valeurs des intégrales, prises conjointement avec celles 
de leurs dérivées et des variables indépendantes, ne sortent jamais 
d’une région où le groupe formé par l'association des premiers membres 
cesse d’être régulier; d’une région, notamment, dont tous les points 
soient des phases singulières (n° 25) de ce dernier groupe. : 

Il va sans dire que, lorsqu'il s’agit d’un système différentiel résolu 
par rapport à telles ou telles des quantités qui figurent dans ses équa- 
tions, les définitions posées ci-dessus conduisent à envisager le groupe 
formé par les seconds membres du système. 

Désignant par / le nombre des variables indépendantes x, y, ... et 


par # celui des fonctions inconnues u, +, ..., nous dirons qu’une 


figure à A dimensions, définie, dans l’espace à 2 + & dimensions 


[Les 2 “aes. do vs pare 


E par un groupe réduit de 4 équations finies (*), est une figure intégrale 
du Byes OMe, si ce groupe réduit est résoluble par ayer aux # coor- 


(1) Voir Les systèmes d'équations aux dérivées partielles, n° 98. 
(2) Sur les principes fondamentaux, etc., n° 20. 


ie Ar EE de ate etiam LE PSE 
ART PR RO ae ; re AS 


\ 


Saat a = 
RE QUE LE, 


TES 
we 


Sm 


Tr, 


CPE" 
re Cr à 


are 


yea 
ket se 


Gt Me Dy ET A 


ee 


th 2 : 


aes 
ae 


me 


à = = 
, e 


| SA ® 


its 
FOCUS Sc Lt 


oe 
ges 


. équations du système, mais encore > toutes celles qu ’on en peut dédie 
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données u, #, ..., et que, après résolution, il fournisse un groupe LT 
d’integrales particulières de ce système; la figure intégrale sera dite — 

ordinatre ou singulière, suivant que les intégrales particulières ainsi 
obtenues seront ste mêmes ordinaires ou singulières (A): . ap 


© 47. La substitution @intégrales ordinaires connues dans ie us 
tions du système considéré (dont nous supposons les seconds membres _ ate 
réduits à zéro) en transforme les divers premiers membres en diverses | 
fonctions composées des variables, des intégrales, et de quelques-unes 
de leurs dérivées. D’ après la définition même des intégrales ordinaires, 
et entre les limites assignées par cette définition, les règles établies _ 
pour la différentiation des pseudo-fonctions composées sont appli- 
cables aux premiers membres dont il s’agit; d’ailleurs, le premier 
membre de chaque équation étant identiquement nul après cette subs- 
titution, ses dérivées de tous ordres le sont aussi : en consequence, un. 
groupe quelconque d’intégrales ordinaires vérifie, non seulementles 
par différentiation. — - FLN 
Cette conclusion est radicalement inapplicable aux intégrales sin- | 
_ gulières. 5 
$ ; » : vs’ . SX ? 
48. Il est essentiel, comme nous l’avons fait observer dans |’Intro- 


(1) Dans son Ouvrage intitulé Lecons nouvelles sur l'Analyse infinitésimale et — 
ses applications géométriques, Méray considère certains systèmes d’équations aux ~ 
dérivées partielles du premier ordre qu’il nomme immédiats, et il fait, entre leurs 
intégrales ordinaires et singulières, la distinction que nous allons indiquer. 


« Un système différentiel, dit-il, est immédiat, quand toutes ses équations sont du 
premier ordre et fournissent immédiatement plus ou moins de dérivées des fonctions 
inconnues, exprimées en fonctions composées des variables indépendantes, de ces fonc 
tions inconnues elles-mêmes, et de leurs autres dérivées, » (Première Partie, n° 335. dee 78 

« Les intégrales ordinaires d'un système immédiat sont celles dont les valeurs, à td 
elles-mêmes et à leurs dérivées paramétriques premières, associées aux valeurs corres- ES. 
pondantes des variables, tombent toujours dans des aires où les composantes des ON 
seconds membres des équations du. système sont toutes olotropes. Pour les intégrales + 
singulières, au contraire, les valeurs dont il s’agit sont tourours singuliéres pean 
quelqu’une au moins as ces composantes. » Kreme ke Partie, n° 339. ls 


que donne Méray des JRIQUES singulières d’une fonction. = 


= * 4 


or 
Nous avons, plus Bane (voir la note du n° 25), textuellement ARTE la Anton FILME 


ne eee ree tr, tee, eater EL AR Ge few eae” kee FEN aa = RN T= ct Ne 
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duction, de ne jamais perdre de vue que la distinction établie entre les 
figures intégrales ordinaires et les figures intégrales singulières d’un 
système d'équations aux dérivées partielles donné est toute relative, 
nous voulons dire qu’une même figure intégrale peut être pour lui, 
tantôt ordinaire, tantôt singulière, suivant la forme donnée au système. 
Il est facile de mettre cette relativité en lumière par des exemples. 


I. Considérons l'équation différentielle 
() 7 Y°—2æVyy +4yVy =o, 


où y désigne une fonction inconnue de la variable indépendante z, et 
y" la dérivée première de y. En se reportant à la théorie classique de 
la fonction radicale, on voit que son premier membre ne peut admettre 
d’autres phases singulières que les systèmes de valeurs\de x, y, y' où y 
a la valeur zéro, et que la fonction y = o, intégrale évidente de l’équa- 
tion (1), en est une intégrale singulière : or, elle devient ordinaire, si 
Von écrit l'équation (1) sous la forme \ 


(2) Ph ky(ay ay) = 


puisque le premier membre de (2) estune fonction entière de x, y, y', 
considérés pour un instant comme trois variables indépendantes dis- 
tinctes. 


II. Considérons l’équation aux dérivées partielles 
(3) | (1+ pi+ 9?) —Rt=0, 


ou R désigne une constante, 3 une fonction inconnue des deux variables 
dépendantes x et y, et p, gles deux dérivées premières de = rela- 
tives à æ, y respectivement. Elle ne peut évidemment admettre aucune 
intégrale singulière, puisque son premier membre est une fonction 
entière de x, VEND DEC considérés pour un instant comme cinq 
variables indépendantes distinctes ; les intégrales évidentes s = +R, 
et les intégrales 3 = VR?— (y — C)? (C constante arbitraire), dont il 
est facile de constater l’existence, en sont dès lors des intégrales ordi- 
naires. | 


4) UT pa 


ae 
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Résolvons maintenant RARE par CEE aps elle dey ibadte : 


Si on la considère sous cette nouvelle forme, on voit que la fonction 
figurant dans 18 second membre ne peut avoir pour phases singulières ite. 
que les systèmes de valeurs de g, 3 pour lesquels on a,oubiens=o0, 
ou bien (1-+g?)5°— R?. La fonction s =o n’est manifestement pas ‘+ 
| une intégrale del’ équation (3). D’autre part, larelation (1+ PJ =R | 
ayant, d’après (4), p = 0 pour conséquence nécessaire, on se trouve 
ramené, dans la recherche de intégrales singulières de ( (4), à à intégrer TU 


i Le 
le système + LISTES | Ru 


je 4g )t= — R*=o0, 


c’est-à-dire à intégrer l'équation différentielle | 


CN 2 LD 0 


RÉ ESEES PET ER ENS Bits ange 

ous désigne une fonction i inconnue de la seule variable indépendantey, 

ec divans premiére de cette fonction; ou bien Epa en posant “a 
ey “à intégrer l'équation différentielle | a ee 


[> So eae 


En Evens ai ¢ une constante ASE l'intégrale générale de 2 e 
cette derniére est donnée par la formule | ‘oe 


"} . 
À ‘iy L { : Wis os 7 


= Ray C}; : # Aer 
il existe en outre pour elle une intégrale singulière, Mers on en 
ti déduit pone s Jes valeurs Fe” | Ha 


y 4 . ty 


=== OMe Jara Be RAS NUE À 


Ainsi, l'équation (4) admet, comme. intégrales singulières, ¢ ces 
diverses fonctions, que nous avions constaté être, pour lé ne (3) TR 
des intégrales ordinaires. PAL LAS sy 


IL. Proposons-nous de rechercher, s’il en existe, les intégrales 


em: 7 aie wee ‘ i à 


t 
Le - 
¥ 


ng i LA EE ele ae te 
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singulières de l’équation aux dérivées partielles 


(5) pie) +9 (ay +224 7 —2*)=0, 


ou 3, p, q ont les mêmes significations respectives que dans I’ exemple 
précédent. Ayant pour premier membre une fonction entière. de 
X,Y, 3, Ps qs Very — :?, elle ne peut admettre d’autre intégrale 
singulière que celle qui serait fournie par la relation 2? + y? — 3? = 0: 
or, on constate sans peine que cette dernière vérifie l’équation (5); 
elle en est donc une intégrale singulière. 

Il va sans dire que, pour l'équation (>) rendue rationnelle, cette 
méme intégrale serait ordinaire. 


IV. Considérons l’équation aux dérivées partielles 
(6) (s—pz—qy)—p+q—0. 


Elle n’admet évidemment aucune intégrale singulière, puisque son 
premier membre est une fonction entière des quantités a, y, 3, p, q; 
en particulier, les intégrales évidentes z = C(x+y)[C constante 


arbitraire | en sont des Fran ordinaires. 


Écrivons maintenant l’équation sous la forme 
(7) Se re Pe ay Lu 


Le premier membre de (7) ne peut avoir d’autres phases singulières 


-que les systèmes de valeurs de a, y, z, p, q pour lesquels ona p= q; 


on se trouve donc ramené à intégrer le système des deux équations 


/ PTS B—p@—qy=0, pP—q—0, 
ou : 


Mae ae | z=piz+y), =P. 


sy 


De la première équation (8) on tire 


(9) ie 2=(x+7)»v, 


où ¢ désigne une fonction arbitraire de la seule variable y; en portant 
cette valeur dans la deuxième équation (8), elle devient 


de De 
ayes 
Ann. Éc. Norm., (3), XLIV. — Mars 1927. 12 


vu" ae ty Oa ou 
J dy 


aucune figure intégrale singulière. Il est manifeste, en effet, quel ESS 


ce qui entraine te non-existence de toutes FRA singolidres. © 
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d’où l'on tire = C (constante arbitraire), DE par substitution dans | os fo 
ep ao. 


laformule(9),z=C(a+y). . * ae 
Ainsi, l'équation (7) admet comme into te l expression mt 


eo 


r 
3=C(x+y), que nous avions constaté être poe $23 une intégrale ea: 
ordinaire. A MARS 


La 
y * Ph 
Lot. 1 + < 
À 


AG On peut, d’une maniére générale, observer que t tout système Per 
dont les premiers membres ont la forme entière par rapport aux fonc- 
tions inconnues et à leurs dérivées de tous ordres (les seconds membres 


> 
étant nuls) ne peut, tant qu’on la considère sous cette forme, de 


_ phases singulières du groupe des premiers membres ne sont autres 4 
que les phases singulières du groupe de leurs coefficients : : les rela me 
_tions (non iden tig deinient vérifiées, s’il en existe) que l’on.est conduit ae: 
_ à adjoindre au système proposé pour la recherche de ses intégrales a 4 
Fi M ne pont donc contenir ae les seules variables yeh rs +4 SS 


2S {8 | 


ah 


Il convient d'observer enfin qu’un système d'équations aux dérivées tise 


se 
rake 


rs partielles ne possède pas nécessairement d’intégrales singulières, > 

à ‘alors même que les relations que l’on est conduit à lui adjoindre pour bas 5 

NEA recherche de ces intégrales contiendraient, avec ou sans les variab les Fe 
ù indépendantes, les fonctions inconnues ou leurs rs FRET TOUR Ness 

Considérons, par ia l’équation différentielle * = “ae ie 

: A et 

9) Beaty se ADR) AUS D ML TES 

é ; 4 ix ; | 2 : , + FLN 

Gi Si elle admet une intégrale singulière, cette dernière vérifie forcément NES 

la relation Ra ; Be etee tt. of 14 

+ " ; pi Ba," | | Zi, ; ot me L à he FE 

an PE COPINE UE gt atekt re CAR i b “4 
etl’ en (10) se TÉRTPLE lors à y' = — +, alors dada 1) ae à 

donne y = — 2a. Il est donc impossible que I’ te GE adie ee 

_ aucune pain LE | | a # à 

: È ie Bae 


~ 


‘5 
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gulières constituent l’objet du présent Chapitre peuvent se répartir en 
trois catégories que nous examinerons successivement : 


1° Les systèmes passifs d'équations différentielles totales du premier 
ordre. 


2° Les systèmes passifs du premier ordre ayant la forme linéaire par 
rapport aux dérivées des fonctions inconnues, et intégrables par la 
méthode de Jacobi généralisée. 


3° Les systèmes passifs et non linéaires du premier ordre n impli- 
quant qu'une seule fonction inconnue. 


Systèmes passifs d'équations différentielles totales du premier ordre. 


51. Soit, comme au n° 33, 


A Ou; 
4" : Le Rs (Tu, ss; Th; Li, -.., Uz) 
(RES fi, tO Nata, SHC Peni ale A, 


un système passif d'équations différentielles totales du premier ordre; 
les variables indépendantes qui s’y trouvent engagées étant en nombre, 
et les fonctions inconnues en nombre #, les intégrales analytiques, 
tant ordinaires que singulières, du système (1) sont des figures à 
h dimensions, situées dans l'espace à À + Æ dimensions (réelles ou ima- 
ginaires) DÉS PNA us] |]. Dans la recherche de ses inté- 
grales singuliéres, la méthode ci-après indiquée permettra souvent de 


Rea iser un notable progrès. 


Se reportant aux conclusions finales du n° 33 sur les phases singu- 
lières des seconds membres d’un systéme total pat, on formera les 
equations intégrales générales du système (1 L), ; 


PAL een, at ie roulotte as Ce) Sa 


auxquelles on adjoindra la relation 


FRS TRE Pa) Zon 4 


ts CS Br = eg Cx) ie 


‘CHARLES RIQUIER. 


g2 
En éliminant, si possible, entre ces k--1 relations, Pune des. cons- 
tantes ES Ci, par Sacre on Ore rey dans I’ ace a ek 


Co a 


tes paramètres C,,..., Cx, et dont tout ott sera, ase ne otis ine’ 
phase singuliére da groupe des seconds membres F; ;. On tachera alors — 
d’apercevoir si l’attribution à C,, ..., C,_, de telles ou telles valeurs — 

> convenablement choisies peut fournit des figures intégrales du ÈS 


tème (1 )C Mg 


eee : x 


| Systèmes passifs et linéaires du premier ordre Long 
- raf integrables par la méthode de Jacobi GORE fe Re 


£52: Pour fixer les idées, considérons le système “AE RES 


MEN 3 LE | eo AS 


(1) Dès 1894, dans un Chapitre des Lecons nouvelles, etc, consacré à. l'étude: ack es 
_ systèmes passifs d'équations différentielles totales du premier ordre, Méray a donné 


‘Vindication de ce procédé (voir la première Partie de l'Ouvrage, n° 381, 382,.383 tv a 
408 ) : toutefois, le manque de précision des. énoncés qu'il formule, RPM EME etre <a + 


a 
l'obscurité des raisonnements qu’il se ic en laissaient, selon Me l'application fort 
incertaine. | 6 


(2) Voir re systèmes d'équations aux dérivées es partielles, n° 206. 


Vv 
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dans ces formules, u, +, désignent des fonctions inconnues de x, > 
3, $, t, et 


fers Pee Nae ac” WW gag INV 2 
Ps Ty, ‘hs 


(2) 


des fonctions analytiques connues de æ, y, 3, 5, t, u, +, w, ces der- 
niéres, (2), satisfaisant aux conditions voulues pour que le système soit 
passif. Le nombre des variables indépendantes étant égal à 5, et celui 
des fonctions inconnues égal à 3, les intégrales analytiques, tant ordi- 
naires que singulières, du système (1) sont des figures à cinq dimen- 
sions, situées dans l’espace à huit dimensions [es Vee eS Phyl tg 0 w]]. 
Dans la recherche de ses intégrales singulières, la méthode ci-après 
indiquée permettra souvent de réaliser un notable progrès. 

Au système partiel donné on fera correspondre, comme au n° 42, le 
système total auxiliaire 


OST oe. du ye av a Ow 
Ox ea Ox ——Ty, Ox = U,, Ox = Vey ae 7. Wa 
Os dt du dv Ow 
; = ——S.. ZE = Ah RUES — = V,, pte WV 
(3) oy Sy Oy 1 oy É dy ME + 
Os Obs das Ov Ow 
AE Dre de ipo ee “Rd Seat Ac 


impliquant les cinq fonctions inconnues 5, t, u, +, © des variables x, 
y, 3, et jouissant, vis-à-vis du système partiel, de la double propriété 
qui fait l’objet du n° 42, savoir : 1° la passivité supposée du sys- 
tème (1) entraîne celle du système (3); 2° les phases singulières du 
groupe des seconds membres sont fournies, dans le système (1) et dans 
_ le système (3), par les extrémités finales des mêmes arcs. 

On formera alors les équations intégrales générales, 


LR SSI NC io OV OSA) 2.0, 
Le Vea Sy lues was y, 0, À)= 0, 
LT a OSs, 6; u, D) n0 ALSO, 
Lie, ps ys tla, v, wa, Pp, 7 Bed) 20; 
12,9 a5 856, de, fa, BS, Ay =o, 
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du syechine total auxiliaire passif (3), auxquelles on |adjoindra la 


relation 
2(k, Ah, I, I,, I;) re 


O(a, B, ?; 6, À) AND + x 


_ En éliminant, si donne, entre ces six relations, trois des cinq cons- | 
PATES arbitraires «, B; y, 0, À, par exemple y, à, À, on obtiendra, dans. Pact 
l’espace à huit dimensions, une famille de figures à cing dimensions, = =——— 


es 
dépendant des paramètres «, B, et dont tout point sera, sauf vérifica- — Rae 
tion,.une phase singulière pour le groupe des seconds membres du | 4 
iG ae 
système total auxiliaire, donc aussi du système partiel proposé. JOnAS a 
_ tachera alors d’apercevoir si l'attribution à «, B. de telles ou tellés "20 
it UE 
LA valeurs convenablement choisies peut fournir des, Le intégrales RTE 
\ hy Ace 
de ce dernier. at iat ; ‘te çà 
i Zz > 4 k | ¥ 4 v e 4 ee | st 
Systèmes passifs et non linéaires du premier ordre _ 2 
Roe AN te seule fonction inconnue. | HAT St TOUS 
NOÉ Désignant par ula fonction i inconnue, supposons, pour fixerles mer 
; LA } . ce pe 
Li idées, qu'elle dépende des cinq variables @, y; 3, 5, t, ctquelesystèmel MS 
RE ee | proposé soitrésolu par rapport aux trois eee se 5 ae en adop- (Shae a. 
r À TE : z oo ee 
os du es TR 
et ea as tant, pour les Hous dérivées restantes de 7 les notations respec- a i 
En" hare. tives PAR il est de la forme — hPa he ol EE a 
Ol wees | a Di a 
es De A Bote ts i Re wie del ie 
ae Br ty iden 40 eo a. Aa a oy a Beas 
(ogre % ù lon =F,(x, y, Bi 85. Fy Rly er Bee Se hs Ay 1 Soo i 
, à Ron | 2 te ce} Li: AU 
+ rs ti tes Wy Us, Wu), wet j | . wy ote 
i ; . 
ot eat où F,, he: F. désignent trois ne analytiques connues, satis- ‘ eae: 
faisant aux conditions voulues pour que le système soit passif. Dans * 4 oe 
la recherche de ses intégrales singulières, la méthode ci- Re Span 
permettra souvent de réaliser un notable progrès. eee 
Au système partiel donné on fera correspondre, comme au n° 53, le bie) Pré 
: ‘ ip ee i 
a ~ r N \ ie Ne 
; a iG 5 
R ù er: 
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système total auxiliaire 


Ne | CRD JdBY DEL IQ 
| CERN DR RS FRÈRE 
os. OF ot. OF, 
ees ; oy dus Oy Pav Te : 
RFA Py eg gOS 2e 4e RO ie OR, 
Be "A Ge mous \et dae oun 
(2) eo | | 
du pe hs, Ds de, De, à du OFe , de 
dx Pi vO De are Ox Os PL du ca Ox ‘dt = dure 
DÉS ON GeO. cougar, 08 du 0, < OF, 
Vegeta Sas, Se ea a = Gl + aS us Fae ts can tay 
ea —u OF; OF, ‘dus __ OF, OF. , | dus OF, oF. 
Rosas, ae MOP OGL TORE AON Ours. Voie. Mi ou 0 
| impliquant les cing fonctions inconnues s, t, u, u,, u, des variables x, Nues aN, 


8 s, et jouissant, vis-a-vis du système partiel, de la double propriété 

qui fait l'objet des n° 44 et 45, savoir : 1° la passivité supposée du 

système (1) entraine celle du système (2); 2° les phases singulières 

du groupe des seconds membres sont fournies, dans le système (1) et 

dans‘le système (2), par les extrémités finales des mêmes arcs. he ew 
De y On ROEM ERS. alors les pea intégrales générales, | 


ART LENS Cy LT Ur, a, PARTAGE On, 


Pe 4 \ on 


CE EN wh ee by ed e Po CA D ET 


| Er ND: A (275 F876, u, Us, Uy, &, B75 Oy A) =o, 

i. ac 8 rate ; AN ie a ee t, uy Us, Un ar Oi My. OA) zs Di, > ‘ us ‘ 
BEE | ae UN ML LU tle, O55 5.0, À) =O, i : J 
} du système total auxiliaire passif (2), auxquelles on adjoindra la | 


ak relation | 
£ JUL, I, I 5) 


ate TPES ER 


| ee, a, By, 9,4) 
: En éliminant, si possible, entre ces six OS les cing constantes 
arbitraires 2 B, y» 9, A, on tombera sur une équation de la forme 


ik BNI 7) Sas in atte H(z, ¥, 5,8, 6, U, Us, ta YES Oy, 


dont toute solution numérique sera, sauf vérification, une phase sin- 
 gulière pour le groupe des seconds membres du système total auxi- 
liaire, one aussi du Done partiel proposé. | Considérant alors l’équa- 
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tion aux dérivées partielles (3), on tachera d’ apercevoir Si quelqu’ une. 
de ses intégrales vérifie en même temps le Rp un partiel pro. 


pose) | DR; 


(1) Voici encore un cas où la méthode exposée aux n°* BA, 52 et 53 est applicable. # 
Considérons un système du premier ordre impliquant les k fonctions inconnues 
w,..., uz des 1-+1 variables indépendantes x, y1,..., Yi, et comprenant m équations 
de la forme ci-après indiquée : a “i arise eae 


ae 


1" Ces équations, dont les seconds membres sont nuls, ont pour premiers membres 

: m expressions linéaires par rapport aux kl+k “dérivées. premières des inconnues, Eu 

4 Y et les m(kl + k+ 1) coefficients de ces expressions sont fonctions analytiques de x, >: E 
des y et des u. | : | + (3H. 

,2° Les coefficients dont il s’agit peuvent se partager en deux groupes, dont le pre. { | 

| mier en contient k+ /; les coefficients du second groupe sont fonctions composées ef 

des précédents, et chacun d'eux résulte de la combinaison de ceux-ci avec une 


composante indéfiniment olotrope. a ty dae pee nee a 


\ 


Un pareil système, S, étant donné, et les coefficients du premier groupe ‘étant res- 
pectivement désignés par ' : wins 


2% . re a 


1 At Jr Ak, Ag+t, iS Akt, 


on fera correspondre à S le système d’équations différentielles ordinaires - 


7 du VS dur | 
2 4 = + Wir FR Sa sey SRE 0 FAST EM 
ROSE -) dy Cr Ve #4 Pike 4 i oa) 
; : j ae — Agi =o, .… Le Akn=0, a” we! 


impliquant les fonctions inconnues w:,.. à Uky Viz. vide la ee indépendante: æ; 
LRU. AY -dans le système S et dans le système (a), les. phases singuliéres du groupe des pre— 
_miers membres seront fournies par les extrémités finales des mêmes arcs. » PACS 
& Cela posé, on formera les équations intégrales générales du système auxiliaire (a), - 
Pare et, les seconds membres de ces dernières étant supposés nuls, on égalera à zéro le déter- _ 
Lie minant différentiel de leurs premiers membres, pris par rapport aux constantes arbi- ea. 
traires C1, Ch Cae Sh Oper En éliminant, si possible, entre ces A ae ee ee 


f : 4 
‘ 3 relations, / +1 des conatanies, par exemple Ge Crus Citi, on obtiendra, dans l'espace | Tee 
; ak+ lis dimensions — | Ser MONET 
- Pa, a Ÿ h 
Bice Ui,... ” ux]], LE 1 32 YEAR SRE) 
r $ A> > CR À 


k une famille de figures à {+1 dimensions, dépendant des paramètres ae x GX Pas, © 
dont tout point sera, sauf vérification, une phase singulière pour le A LE eS 
miers membres du systéme auxiliaire (a), donc aussi du système donné S. Toute ; A 
nes de ce dernier étant elle-même une figure à / +1 dimensions, on tâchera | ay 


d’apercevoir si l’attribution à Cy, ... » Crs, de telles ou telles valeurs Soripenablemont 
. choisies peut fournir. des figures intégrales de S. Me v 
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LES POINTS SINGULIERS D'UNE FONCTION DEFINIE 


PAR UNE SERIE DE TAYLOR 


ET 


SUR CERTAINES PROPRIETES DES FONCTIONS ANALYTIQUES 


AU VOISINAGE D’UN POINT SINGULIER 


Par M. SOULA 


On trouvera dans ce travail une série de propositions relatives a des 
relations entre les coefficients a, d’une série de Taylor f(z) = Xa,s" 
et les points singuliers de la fonction analytique que cette série déter- 
mine. | ; 

Je traite, en particulier, le cas où il existe des suites de coefficients 
nuls et le cas où certains coefficients sont bornés alors que les autres 
ne le sont pas; je rencontre des théorémes bien connus de MM. Hada- 
mard ef Fabry ('). Une seule méthode est employée ici : c’est celle 


.qui a donné à M. Carlson (*) des résultats intéressants; elle consiste 


dans l'emploi d’une fonction analytique G(+) telle que G(n) = a,. 
Je n’étudie la fonction G(v) que dans un angle ayant pour bissec- 
trice l’axe réel et dont l’ouverture est inférieure à 7; les propositions 


qui en résultent ne peuvent concerner que le cercle de convergence 


de f(). 


Dans le Chapitre I, je compare les façons de croitre d’une fonction 


(2). HADAMARD, Essai sur les fonctions winter par le développement de Taylor 
(Journal de Mathématiques, 4° série, t. VIII, 1892); La série de Taylor (Collection 


Scientia). — Fasry, Sur les points singuliers. d'une fonction Aang de 


l'École Normale, 3° série, t. XIII, 1896). 
(2) CARLSON, Thèse, Upsal, ies Ueber potenzrethen (Mathematisehe Annalen, 


Band 79, 1919). 
i Ann. Ec. Norm., (3), XLIV. — AVRIL 192% . 13 à 
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holomorphe dans un angle de sommet 0 sur les divers rayons i issus 
de O, et cela pour des ot qui croissent moins vite que e*!*!. els Ae 
Le Chapitre II contient l’étude des racines réelles de ces DR ao 
tions GC); les Chapitres III et INTENSE des propriétés abtenwes Le nr 
aux séries de Taylor.  : ; Be EUX 
Voici des notations que 1 conserverai ASE ; ÿ 
J’étudierai simultanément une fonction G(+) de la variable ee 72 | a a 


et la fonction e(naG 3 G (=) | de la variable u=- <. . Le module de. usera 


* Le +R 


| désigné par ret celui de » par t. Le champ a6: variation dew sera un oe 
secteur circulaire de sommet 0, il sera pEnigne par AOB ou par Su aera 


gh Ya v>* 


Sa) END — a < argument u < + 25 r < Toi à 


* a sera, en n général, compris entre 0 et> =e. Ta ‘est un nombre positif. | 


Le RE de variation de e sera ER eS ONY TO + 


Cah TUE — a < argument 8 < + 23 Æ ts] PS" 
ere? f à . . ro ‘ 


a nd ANG de eh CTAB ae 


Le L - à ia x . . x 


t * A 
. ‘ « i: 


Bont aurai besoin. du Art suivant dû à MM. ‘Nevanlinna et que A 2 

. j'énonce dans un cas particulier {: ) : « Soit une fonction g(u) de [FR : 
variable w= 2+ ty, holomorphe à l'intérieur d’un domaine G sim- 2 
plement connexe et dont le contour comprend deux ares OEP, OFP. cm 
On suppose ue au voisinage d'un point lo quelconque du contour ona 4 
|g(4)|<m+e si up est sur OEP, CAMES À mil a 

¥ lg(@)|<M-+e . si u est sur OFP, Rg NE est À ON be Bi 

Ig(a)|<A 3 si Uo est O ou P FA) 72 Mag est % 


es : étant arbitrairement petit; A,m,M sont des conetantant ence < 
FRA ESS Soit h un. ped compris entre o et à soit A, (u) la fonction hare | 


x 


(1) Peet Re dundee M 50, n° 8, PET AURAI 


# 


a FL à HAT UE a 


pare 


* be = ‘ 2 
POINTS SINGULIERS D UNE FONCTION DEFINIE PAR UNE SERIE DE TAYLOR. O9 


monique des deux variables réelles æ et y qui est nulle sur OFP et 
égale à r sur OEP. On sait que la courbe C, définie par A,(w) = À joint 
les points O et P et partage Gen deux régions. Dans la région com- : TE 
prise entre OEP et C, on a x ; Fe 


[g(u)|<m? M, 


et cette inégalité est valable sur C; où elle peut toutefois être rem- is : F4 
placée par une égalité dans un cas pafticulier.» oie 

Je prends pour OEP un segment de droite, pour OFP un are de Res 1 
cercle; l’angle de l’arc et de la droite sera désigné par «. On a alors 


ri PE os 


angle ODP— (7 — a) 
eee ee ET OR RU 


a 


Ay(u) = 


”] RE Oey 
ANT D ETS 


¢ À Site D Ra 
« D étant le point d’affixe u = a+ ry. Je poserai 6 = 7 — ODP; donc 


tg : a-8 8B e 
(1) | PACE Ase | ‘ . 


f 
Ma 


ee a Ÿ- ee a + be 


MM PES 


Soit un deuxième point D’ d’affixe w’ intérieur : au triangle ODP: 
ona | oe a 
(1') HOIESS * M 


. à L x ’ ; ‘ a 


Rie 


2. Soit une fonction g(w) holomorphe et de module borné dans le 
secteur circulaire AOB dont l’angle d'ouverture AOB a pour mesure Ol. 
La fonction est aussi supposée holomorphe en tout point du contour 
de ce secteur autre que le sommet O (‘). On sait que si g(w) tend vers Be 
zéro avec 7 —|u| sur le rayon OA, la fonetion tend vers zéro sur tout | CAPTER 
rayon OC intérieur au secteur. Ce théorème est dû à M. Bel il a été | 
# généralisé de diverses facons. 
k Je dois m’attacher ici à comparer la décroissance de | g(w)| sur les 
divers rayons | intérieurs au secteur. Dans ce but, je me donnerai une 
fonction réelle V(r) Pile que l'on ait. 


i |e [EVr) 


4 4 k Le TPM è : 1 5 wy Ê 
e ET Titty cr PS 7 a er - = > os : 5 


4 
() On pourrait supposer que g(u) est continue mais non holomorphe en tout point 4" 
_de OA et OB autre que O. a 
: F KZ 
” \ 
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, NS 


sur le rayon OA. On supposera que V(r) est une ete positive non. 
décroissante, et qu’elle tend vers zéro avec r. Je me propose € de cher Orta 
cher une inégalité analogue valable sur le rayon OC qui fait l ‘angle ? 5 : 

avec OA. Je traite la question en den d'abord x a! Mewes 4 LOIS JS 


Je UT un ake Pp sur OA et je trace Ve de tie OFP | qui. ; 
tard bere admet OB pour tangente. Soit D. un point situé sur la droite OC'erE 
: intérieur au domaine G limité par le segment OP et l'arc de cercle. dei 5, à . 
‘puis laisser OC fixe, et faire varier P et D de telle façon que “let 

~ triangle OPD reste toujours semblable : à lui-même. Pour préciser ne 
correspondance, je choisis I’ angle OPD — 7— Bet j je prends Bcompris RUE use 
NY 


entre get a. u étant toujours l attire de D, je pose Ss aes 
+. à gi a L és | ihe d ; 
+ a PAIE" ji Be Yai OP = ar. 


; 4 a Je désigne par M la borne donnée deg (u)|. D’ après @), jai 


NS en ap B : 


(2) Feel Fur is | LeUDÉTV CN] 6 Me 


a dès qu r est assez petit pour que l'arc OFP soit intérieur au 1 sec ee 
teur AOB. C'est la l'inégalité annoncée ; on Brat supposer Harhitrairers, 


| ment voisin de Le et supérieur à ‘4 Si, par exemple, on RS SAR 


ps 20 décrott comme Dont 
| On peut montrer que g 


+ RE dans le secteur 
| 1 à 0 < argument u < sts a; 


i ef Pr 
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il suffit de remarquer” que M ne dépend pas de 9, de choisir 8 supé- 
rieur à 9, et Ms écrire l'inégalité 


0) | POBMESES ar. 


sin(B — 9) 


qui est valable dans ce secteur. 

Il nous reste à étendre ces inégalités au cas où l’angle « est supé- 
rieur à 7. Je suppose que OA soit l’axe réel et que le domaine où g(u) 
nous est donné s’obtienne en faisant tourner un rayon dans le sens 


À : Meds ; 
positif de OA vers OB d’un angle x. Je pose z — w*", les arguments 
de z et de wv étant nuls simultanément sur OA. Je pose encore 


5 | Ls 
G(s) = gs), Pal al 74 Jai p= rt, 


Sur OA on a par mypennese 
| § (2) eve "). 


Comme le domaine où G(z) est défini est un secteur douverture —; 


on a sur un rayon d’argument ©’ (e"< =) 


Isle) =|G(s)|=M wi [y CADRE 


i rast 
8’ est un angle compris entre 9’ et = et a Me Tear oh 5: On 


peut encore écrire 


ee] ® 


L’argument de w est C= =< o'; soit B= 2 8. Ona 


| 
@ 


a 


a avons NOIR 
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dés que est assez petit; 6 est un argument quelconque compris entre | 
D: Ce PEN 
sin — 33 x 


WT ee 
‘ 2 he i 4 

On généraliserait de même la formule (2’) dans lec cas 4 >: te Th en. | 
te que g(u) tend uniformément vers zéro dans tout secteur inté— #4 


rieur au secteur donne AOB. | 


i argument ® de uet x; a 1 représente MC) 


Say 1 si ” TC PART. 
Chr ha “ Se ny ‘ co f. “ut 
’ 4 LE" gt) 2 a) À h 
Fr RER 3 STE A 
rs — ‘al à A + T2 ~_ +. = ow 


inser 
| a. 


3. Soit une fonction fu) ae dans le secteur AOB Ce 
sur OA et OB. \S CERN Du 3 
_ Nous admettrons que lorsque u el vers zéro sur un rayon inté | 


sh 


rieur au secteur, |/(u)| eroisse constamment et je nr et cela of 4 

d’une façon ‘uniforme. L'inégalité (2) appliquée à À Fu FC AUS donne "+0 

i at om 

‘une propriété de cette fonction : si deux rayons OC et OD sont inte- 14 

rieurs au secteur et ont pour argument à 0, et at. on AE" Fe UT CRE 

NE : j re Qi qua 
“PE bé < beat. ÿ RSS ua eens = pré 


_b et n étant: des nombres ndeltite et ne ARE que dé Ja fai HA É 
mée par les droites 04, OB, OC, OD. Nous admettrons, de plus, qua 
tout nombre « ak compris entre oetron peut faire correspondre À tele 
ques. ( | a tat à: i Re, Fo Fra ei Ri 
4 ee ag + Lau) PONS aes pics Sear aa a 
Servons-nous de HO) pour Te une autre ‘touche g(u) holo. 
 morphe dans le secteur et dont le module n "est pas borné. ETES DE 
= qu'il existe des nombres réels b et b! tels que HOMO) est. 
borné dans tout le secteur et que | g(u)||/(u)|-” n’est pas borné sur x » 
un rayon déterminé OD d’ argument 0,. Je dis qu’à tout rayon OC d’: hee x 1 
. gument ss intérieur au secteur, on peut faire correspondre un | 
nombre À tel que |g(u)| PO ne soit pas borné sur OC. 
S'il en était autrement, | g(u)|| fu) | serait borné sur OC Pee si 
grand que soit le nombre positif. m. Considérons la fonction 


ale Cat} as RATE 7 a 


#, 


b- <f ÿ. ‘ _ 
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dont le module est borné. En désignant par K une constante, on aurait 
fgi(u)|<K|f(u)F=" sur OC. 


Appliquons l'inégalité (2) à g,(u) et au secteur*COA (en supposant, 
Bay Hubs OD entre OC et OA) et en prenant 
| nee —K I( res) = OHI na 
On a : | ns 
- | Bi(re®) | <M]/(areix) foam, 


u, a; M étant des constantes positives, 4 eta ne oats que de la 
figure formée par OA, OB, OC, OD. 

En utilisant les HR indiquées de Hay ona des PA 
telles que | 


|gi(re” ) | <M Lftabre) Herm un L M | f (re®) [rem Pend! 
“On en déduit que l’on a sur OD. 


Tes) | <M] f(u) penne, | 
BAAN NSS LE Sat 1 st | 


Les quantités »., A’, n ne dépendent que de la forme au secteur dé 
la position de OC et OD ou de la fonction /(w); elles ne dépendent 
_ pas de g(w). Si m peut être choisi arbitrairement grand, | g(w)| sera 
inférieur à n'importe quelle puissance negative de PAC] sur OD, ce 

qui est contraire à notre hypothèse. 
Cela posé, on démontrera aisément qu’à mts rayon OD du secteur 
_ correspond un nombre y. positif, négatif ou nul tel que Isl ON es 
soit borné et que FOIPONS ne le soit pas. 


en est facile d’ ‘adapter le théorème Rent à dr feuction 


« définie par le domaine Y, (2 a) Je fais intervenir F(e) =/(5) 
_qui.est holomorphe dans 3, et dont le module supérieur ou égal a 


~ Punité croit sur chaque rayon de X, avec le module ¢ de v et croît indé- 
finiment; soit, d'autre parts G(s) LR te dans »,. Sil existe deux 
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ee réels b et 0’ tels. que FONO) soit Saree ‘anne 5, et ee 
que |GCe)[F(r) ) || ne soit pas borné sur un rayon déterminé, à chaque. 
ravon de X, on Re faire correspondre un nombre y: tel que — "ae 
[G()LF(V)JFE € | RD LR Ten 
soit borné et que PRC hs UT IX EME TRES DCE 
[GIE (P)E ME] DCR Ÿ 
ne le soit pas. | 
A l’aide du principe de Phragmen et de Lindelôf, on peut jembairene RE 
quelque chose de plus sur ce nombre u.: s'il est au plus égal à y.. sur a Le ES 
deux rayons OC et OC’, il est au plus égal à p sur tout rayon de = 
l’angle COC’. La démonstration est une RonseOP Aes immédiate dues = 
principe (*) (p. 382). ee Bg se 4 PAS RARE AT 
Nous: aurons à nous occuper du casoù # rt Dites N Hes eyo Cr 
et du cas. où EPA ENS NE : ea. ASIE 
Oe Flo) ser | UE Er fes 


Si To = v, je do que G(+) est de degré fini dans 3; IG) est Ÿ 
comparable à eee (¢ désigne le module ¢); je dirai que y est le a Dy de tS 
de G(¢) sur le oe considéré, Il résulte de oe (2) que” 
l’on a ee + EP SD TRE 

| Ho) > w06 ie CPOENENE PO € oi 


a SUN FA 


f 


oie: << 0,, On peut déduire de la que (0) est une fonction con- aren 
tinue, résultat du à à HE et Rte ) Cp: ts FOUR x sina Oe 
| By Date Fa cas où F(e) =e je en que G(e) est dira ret. di Ten 
type moyen dans X,. Sur un rayon d'argument 0, | G(e)e-"**"| esthorné 
et |G(e)e-"-"| ne l'est pas; je dirai que ce nombre À est le type Es. 
de G(s); comme |G(v)| peut être borné, je modifie un peu le sens as hs 
habituel de ces façons de parler. Le type À est une fonction continue * inet 
de 9; ses propriétés ont été données par Phragmen et Lindelüf. Nous | . 
utiliserons tout particulièrement la prRpriete suivante : soient Ay et he Pes 


5, aa 


v ” 


“(Q) Sat et LINDELOF, Sur une petension d'un PRUE + classique (Acta a je ARE 
mathematica, t. 31). ee ee 


ee me OS Echos Se FAR 
is» ~ 4 


it CNET 
é Le 7 # oe ae 
t ee: net en Ve pie 
Q naa hee r. R on à 
j bres , i ‘ean 
f i | A at | 
roa ye <a mak 
fi. . rarer ee 
u + = : > AN * 
ri “ Rt ng ja 


M ais acts Da TEE 


re ; Ve > Par Ê : A ] ke + = 
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“des nombres égaux ou supérieurs à À sur deux rayons d’argument 0, 
et 0, ; soient deux nombres a et b tels que - 


= asin6, + b cos0,, 


= asin 0, + b cos6, ; 
pour 0 compris entre 0, et 0, ona 
À£asin0 + bcos0; 


sous la condition, que nous avons acceptée plus haut, que « soit infé- 
rieur à = i 
sy 5 

Pour la démonstration, je considère G(v)e~**"™" qui est encore 
une fonction d'ordre 1 et de type moyen, < étant un nombre positif 
quelconque. | | 

On reconnaît que cette re a son module borné pour 0 = 0, et 
0— 0, ; l’angle formé par ces deux rayons est inférieur à x; un bhai 
rème Et Hi montre qu'elle est de module borné dans cet 
“angle, ce qui établit la proposition. 

On a, de plus, uniformément, 

| G(v) | = elasin 0+6 cos O-+e)¢ 


pour 
Es 0 <0< 03. 


\ 


CHAPITRE IT 


————— 


. 6. Je m'occupe d’une fonction G(e)holomorphe dans le domaine EX, 
(o< x <= =.) € et je cherche des conditions que vérifie G(v) dans ce 
secteur quand elle admet certaines racines réelles. Pour montrer la 


méthode, je traite le cas où ces racines sont les entiers positifs 1, 
2, ..., n, .... Je suppose d’abord | G(r)| borné et je pose 


WE G(r) 


S Giles sinny® 


Ann, Ec, Norm., (3), XLIV. — AVRIL 1927. ; 14 


eile NS a ps RN ta RTS SE 


; 

G,(¢ à | ah th 2 Ate NOR 

à i(¢ ) eFtlsind | — | SN LA RO =a ; aR 
Dante CH Sens yee 


ce qui montre que | G a est borné sures rayons ice rgument A= Sa mh Ce 
Sur la droite ; pee réelle ¢ =n Re i 5 6, (ea une borne indépendante if 
IE car on a Cee ee 2 i Sa NES RES. ABS 
Jana (nad cag naar ne us wens ne maa ' si ; 


bé 


4 


LG. (v)| ast 88 He Borné dahs 3,; là fonction AGE kid vers LE 
pour 040, done aussi pour ô—o. RCE TR PEN à Pf c 

Si la fonction G(+) est d'ordre 1 et du type moyen : au sens du n° Pa 
on peut précisèr sa décroissance : le ine de G,(s)est au plus — et sina er Deas 


Doha 


sur les rayons d’ argument + a abe à; il sera donc au plus FR % SANTE 


2 L ie y dé. L4 } S i a S eS 
; gate LORS CROSS | v4 a MARAES 
# a { 


@apre ; i théorème d donné au n° 5. Le type de “re sera le au plus Len 
égal à Tr | sin) |— 1 = tanga, Coal. € est: à- dire a SE, cette 


tiiids 


| quantité est négative et. G(e) tend rapide à vers zéro dans. a 
Si G(v) n’est pas d'ordre Tet de HPA ica sa décroissance est Beene: 
“encore plus rapide. D TS RAP NET AS 


FR AR SES ch RE 
Je ne Se as HO) boi, als admets que l'on a Role Ne eet a 


1G() |< ae ean te é "+ : 3 Fais EE oe ‘ | 
; St gt re oh Sb) a OS me PRE 
or dans i A étant une constante. Je pose. i Ae pete Raa 7: gn the 
d x { ñ oh AS) 
| Gi (o) = G(v)e Dumas, À d'où yy 1G:(¢)| < A Sant ames, Me ï | J LA be 
té a EU gh? 
SONG, OI est donc borné as rep Si G(r) est d'ordre I et de ype Fee Rees ai 
Sin(a = 18 “ AR Le PEL aa 
moyen, le type de G,(e) est inférieur ay oer a RS ea 
Rar as RUES aie ee ene 
Le UP ne ZOE est donc au plus é gal NE DANONE SO eae 
4 fr * EN Saas nes i cee RUES 
ct ee Mir wie 4 à sin(a—| 61). M" ae A À Let pe: ys ie 
: Buk a PTE a Le | cag ee SAR 
ce ï cos& fA ie res “A ARE ATE | 


Cette expression est préférable à à velle qui nous est donnée : a [sino be ne 
Boy Man BR diet ES USE PA 
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Dans ce cas, en effet, on voit que le type est négatif pour 0 = a et 
pour |9| suffisamment petit. 


7. Je me propose de généraliser ce qui précède en supposant tou- 
jours les zéros de G(r) réels. Il me suffira d'adopter une distribution 
de ces zéros telle qu’il existe une fonction entière admettant ces zéros 


et possédant des propriétés analogues ; à siInT¢. J'étudie d’abord de 
telles fonctions. 


Pour commencer, je me donne un nombre positif À et une suite de 
nombres positifs C,, G,,..., C,, ... tels que 


nÀ=C,<(n+i)À 


TL) 


Je vais démontrer tg trois Montités suivantes ; 


et j'étudie 


> |@(x)a* | est borne par x réel et positif; 
a Soit x la partie réelle de ¢, si elle est positive et si l’on désigne 
parm Pentier tel que C,S27< Crs, le quotient 


À ie Crest A) Tes (TRE 1)(Z — Css) 


; > D(v) 
est borné; 
tT {sinO|¢ , ‘ 
ioe VAS 
3° Sur un rayon d’argument 0, EG. admet une borne indépen- 


 dante de ¢, (90). 


1° Soit m tel que Wa oe ; nous supposons d’abord a: diffé- 
rent de A(m + 1). 
Soient C le point d’affixe x°, M un point variable sur |’ axe réel positif; 


le rapport Le décroit si M se déplace vers la droite en restant entre Q 


cet G et il croît si M va de € à l'infini. Cela permet d'évaluer le module 
d’un facteur du produit (x) : : 


Sin<m, 
= x3 < 


à 


Unes, Bay WD) s 


x? 
1 Fant 


108 | HEIN A | 
Si SE Cie bas SAA ESSE A Se Ra he ec ee 
BSD ni et SCT SE 78 Bo Na 


es . x? “ 1%” Fi f ) 4 a 4 Seo Poa? 
F1 te es n=m-i, m +2, va pe MR N 1 EE na 4 "ers 
E &|<[t— "(nF 1)* iy Mie eet j ‘2 tis nt Miike a eS QE 1 ely 


4 bd hy PS ean cf HER 
Je multiplie ces inégalités membre} à membre. On x apercoit ¥ produit | ee 


#4 


Tx 

sin — \ 

représentant ——— auquel il manque un 1 facteur. Done 
os À far a a ë à : a4 

can sia Be ee 3 ae tha 
gin oe Set 
Elo fume dt ety 
ay tnt | RACE Iles = ay 
» Ona d'abord 5405) eae een at ee aga 


VAR ER LAVER SE DS UNION INR 
| EE, ht Sa Ne US pme Ca PT es 
etal EMA eae tose PART EE DRE ttc TNT 
D'autre part, QE peut 6 écrire RE 4 RE 

SERRE ay CE PCR NS oa 


Es M ane 


Per Te 
l'AS 


Tele UD ox Om Dh Le — + Dh 


A 


= 0 étant compris entre oet 1. Dane io) ae Ret ae mere NS 
rs À. iy oe i ioe a i er ES ar ae TL + À at Le 4e, 
‘ae ine ARTE ee IN tects tyne ADS ort UT 
i Y x ñ ‘ F Hé ra ‘ 4 N eS À ARS EU J 4 <- 4 \" 
WF os —* es 
eter at uss  [æ—(m+nil 2 mA 
Rods sa Finalement $ a: EDR Te Yer OA a Big ec er te 
; if x? . i NO I< rs we 1 7 
. = ny ghey: PLATE ea: ov ER 4 AC nit 7 ae 
¥ = Le ! r à a 5 Py 7s 4 HE “ot 


Or ce reed rapport tend vers I lorsque æ croit {indéfiniment. La 


| démonstration est faite en supposant que > Sn ‘est pas égal à à un entier 


3% 


mea. Mais si OS | prenait une suite de valeurs croissant indé- : 
… finiment pour des valeurs de æ de la forme hg Kg, aS les qi étant va 
entiers, cette fonction croitrait aussi indéfiniment pour des valeurs we 
dex voisines des «précédentes et ve ne seraient pas de même forme. 


‘ r LE a . ae . 


9° Soak in entier ets positifs. je cherche une borne ‘inférieure | 
PORN 1% hg ¥ pas EAA , ? HAE su 


~ 


“ J 7 iy à ‘ + 


4, ‘ OF in J ? ee 
Û "lnk 


; PN) x LATE ! saut 
À L ne 4) rae ES ST A INTER ELA wi x 
sy - à HA "r À i # AC A à © $ 
« = ra 0" 
1 pa 
’ S \ a 
+ 0 
; iy 
s 4 ‘ 
7 oe va 2 
? f 
& ie 
bs = — 
a 1 
{ À 
" 5 ‘a2 
* À 5 
488 
Je 


Sy mh BN ee ORE ee em 
SO Le Pk As ype, tae weg 5 4 ÿ ; ; iy 4 
4 7 à a” Ne a Bee we + Ré À 


+ 
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Ce qui précède permet d’écrire, si n< m — 1, 
F td 


Fos we ; 
malle] (= 1,95. me 2), 
sin > m-H3, TE 
(n= m-+3,...). 


bested 


x é 5 ; te oes . 197 4 
Je multiplie membre à membre en mettant en évidence sin se au 
\ 


À deuxième membre : 
RAR sin = 
i À Ce a Gent ca. æ° Ce à — 2" 
Des a lt ele weal aca 
2% 
i 2 d2m?. | (mt) || 2(m +2)? ., | à 
; M?— ax? || A? m?— x? ae Se ae D ES ; 
D(x) iat | 
COS dent 
% ys meee 
ie RON | 
| Sime im + ye m+) | = 


(Cn dat 2 )(Om + œ)(Cma + @)(Cmrece @)A ME Ame 1) (me + a) 
Ch Ch Chou Ces + a)[A(m +1) + a ]i(m +2) +0] (Pane 


iT est facile de démontrer que le premier facteur 


PME s 
UE 
eS LP thn TE SN US ay 


‘ 


admet une borne inférieure pour « an compris entre Am et A(m+ 2). 


x ss Pour évaluer le deuxième facteur, j je remarque que km, À(m+1),. 
Bee SAU 2), Cn, Coes, sont supérieurs a’ Am et inférieurs à à A(m + 3). 
2262. Ce deuxième facteur est supérieur AE, 

‘ | Nat tie É A> 28 ~~ (Am)'0 xt 

LE SET RENE ES Der DR ru 


t 


3 
_ quantité qui tend vers aa 


_ La démonstration est nd as en supposant z réel. 


| A x et croit pour OM > OA lorsque ( OM croit. NUE RUN 


110 1 agin ag AULA: dr * MORE 


Je pose v= æ + iy et je dis que Van sinner il suit à de 
comparer les deux facteurs pees 


IC, 6] [Ceol 1G. = |1G, Ra i 
PRT tat ate orm Far vie 3%: 


On a évidemment Ro NA ER IS vas ie 2 pins? : 


CEE atelier et ANR EE 
One a aussi EE Las |, a’ où le résultat. Me ee Lia ase = Ee ge 


3 Soit =e" je vais | démo ntrer que POI croit it indéfin iment 
| avec t pour 0 Ao et W91<5 5 je: considère 4 Pope fixe et je LE sup- 


tk, = ; re yi À NE ae _ 4 k, te LS A 
pose d'abord inférieur rat. D ir oe ra PRIT TOR ÉO 


Soient Cle point d'affixe oA le point de l'axe SPA et positif tel. 


de l'axe réel Dei ah rapport MC Me = a3 “sind d r 


i tr 


Bait le nombre aptar teh que oA oe este eae te 


Lie ats ee 


ete eave EONS Oa fe ae 


ie À vt | eo . ee 
(ECTS ie Ft] 
oy he 


Peorirai TT Soars ce eae SRR AL bon à ae AN RO a 


| Po le ee (= 


1 rl 
| wi>[s À ee Fm +p # 


s at à 
to à é 
= LS 
: 4 x 
‘ j 4 
v 
’ Wj k 
A 
* o 
# ON . 
be 
\ ’ 


ag que OCA. soit un ‘angle droit (a =3 = saa) 8 soit M un point variable. ene 


Poe eee ot à 
= an OGM ji ees pour OM <: nee 
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Dans le cas actiiél 


2 


rx 
Cr, 


p? 


ae 


? 
+ A 


v2 


tendent vers cos20, si.| 6 | croit indéfiniment. Il existe donc une cons- 
tante A, dépéndanht de 6 et telle que l’on ait 


sin = : 


[D()1> A [sin À 


Tisinô (4 
er 


dès que [ef est assez grand. On voit donc que LS est borné sur 


le rayon d’ argument 0, pour LÉ : La borne croit si 6 tend vers 
zéro. 
Je suppose maintenant RE Le point C d’affixe +? est à gauche 


a 
de l'axe dés imaginaires ou sur cet axé; 1 rapport yo si décroit 
lorsque OM croit. Ona 


0 3 Peri erin ie, ure} À 
3 a> Bnet)” 
et l’on obtient 
su TC” I 
peal ee 2 ç3 Te he * 
BR 


oe ‘y | 
On achève aisément. 


8. Je considére maintenant une suite de nombres positifs telle que 
le nombre de ceux qui sont compris entre n À et (n-+1)A soit égal 
du, A étant un nombre positif et x un entier positif. Je puis ivaibinot 
ces nombres me Cy, C2, ..., C% de telle façon que lon ait 


WKS GE C2 CWS (ae 1) A. 
Je forme les fonctions entières. 


surtt) | (ia, MS ea ls 


| et j étudie i | 
P(o) =O, (v)O,(%) +. Bf (0). 


i 
Es 
* à r 
ve 7h 
EL" Re 
= 
à 
PAST 


/ ? , Le 
. is : tar 
ows | . 1 si Peat > hate ae ‘Se a 
$ cians ne | | TEL RES 
ha u a es i Er 1 
Gest ANS FAITS MES ce | ing | MERS GERS 
A ¥ a x 144 L è * CE" t 
Oh. ahs x . À ‘ À 
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Par Er ES de ce qui prècède, on 1 obtient immédiatement : 3! A ral 


1° |D(æ)ær"#| est borné pour æ positif; LT TT aes Be, i LRU 


2° Sia désigne la partie réelle de 4 si elle. est comprise ¢ entre om pee: 
et GE #49 À | L ; que Rx Ne e: : Ps nor 
a “4 7 i 4 NW ds ER si ‘ 3 


(Le Gate — Cine Ce Lone ee as ie 


AD, t=1 LE x ; on Ré RATE ra 
KIT ) Ge , 1 7" L fac “+1 * + | 
t = = h » ee J 4 É TE adi L , xe 4 
; SON 
admet une borne indépendante des entiers n; et ES at 8 
! Te { 5 eae. 


By gti eer AEE TR dé, oh ira 


| admet une borne indé- 2 


30 ‘Sur un rayon d’ argument 4, Tari m 1e. SON 


pendante de 4 Tin gee Peek EPS) RC ES YG ge 
Peg tas is | on nm aaa. : - ARR ir 4. ee 
5 _ s i \ | - A : * LA 4 Te = > is" FT 14 
EE Et 
9. Je Aois généraliser encore. Je considère une série de nombres - LAURE 
positifs Lee RAR ER 1e qui font partie de la suite 5! que. je viens — {188 ee 
d’ étudier au n° 8. Je dés ne ares, En me ÿ Ep ove ceux sed nombres de. F; om aS 
a: x 
re TA 8 
la suite des Ci, an ne font pas partie de la suite @; Rey's) vey » Ds + me ee: et. Lib te 
je suppose que ee croisse indéfiniment avec p. es LÀ PSC 
eat Je dirai que la suite des by aune densité égale à as ; bet nies LH 
k Le Bs if 


4: » 4 | Sate À . ie t à durs f np 


Je vais démontrer ins trois propriétés suivantes : RS ee ee 


RL Pour x réel et positif, [eae est borné pour. si petit que da, ITU 
; soit e, AG Sie b ù ee 4 ret 


inn ee ek 2 btant a parie réolls de ¢ supposée comprise entre ci et ci Ho, a4 . i 
ines se | re à 


Aa ee Hepa eae 
x ec ie Ch eS Cha)(2 —C ve) | RAS Pt AE 
i=1. ge US CAUSE DAC 
toro] WP thy Si? à % : srs Sain 
0 MF EN LE RS en | SEMI CEES co A RAT A A ake A 
oor: est borné pour si petit que soit < 
À TEEN ¢ Se 
ve 2? a 
} ; 


£ à 
4 Bi 
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3° Sur le rayon d’argument 6, le rapport 
= |sin§| ¢ 
e À 


ELITE 
admet une borne indépendante de ¢ pour si petit que soit €. 


° Pour der la première propriété, je one HAT dis Gay sce 
ine zéros positifs de (¢), c’est-à-dire les nombres Ci, rangés en 
ordre croissant. 
Soient p le nombre des e; inférieurs à d,, q le nombre des b; infe- 
rieurs Aie TI OD OF he Ramat Comme 2 ténd vers Zéro et comme e,<d,, 
: HR AR P ; q 
= tend vers zéro. Or d, est comparable à re 7 tend vers zéro et > tend 
vers 1. 
On a évidemment 


& - /; > b 
dg = Og= aa; ae Ser bs 
Are A nebs 
= tend vers 1 comme “a — tend donc aussi vers 1. Nous poserons 
q à q 
b,=d,|1 + e(g)l. 


2(q) est une fonction positive qui tend vers zéro avec ~ et cela nous 
permettra de comparer W(#)et (+) en suivant une méthode employée 
par M. Carlson (' De 


Soit. 
:0 T 
pete. ee (20 
On a | 
v? 
pe Bt iL dd) 
NET AT Er 
as TZ 
Or, : 
paies a I 
See ate: 2 ‘ DEN). 
da 6? | > d?sin20 et F Be | ot (n) 
( eee Math. Annalen, Band 79, 1919, p. 239. 
, Ann. Éc. Norm., (3), XLIV. — AvRiL 1927. 19 
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SAR ANT" : 
f A. | he. RC 5 a ae er Sea 
oe; On a done oe os en ORS ng PEUT RES 
+ 404 À : (2 P ‘2 SA ne É Be IM al act 
L .* \ 5 i —_ —— : x Ne oe * aan! ied 
‘TB aetnye® DÉS (7) cigar ges 


ot sing TT eee RUN. 
i En ‘ ft ie | 4 ! | À 

car d, est MERE à Kn, K étant un. nombre postit convenablement | de: 
choisi. +e RE as 


_e(n) tendant vers zéro est. inférieur à un à nombre post arbitrai- | a 

rement petit à dès que n2n. 9 7 0" An eR aad 

'  Multiplions membre à membre les Clouetite que Pe on vient Pobtenit’ OPEN 
en donnant à » toutes les valeurs entières. Pour n2R nous mettrons Ch a oe 
ala place de Jot On obtient == Là oe 7 of; Se 

f À 2 à 2 2 ee ee ‘ \ AE ve 

| a = (+ i cs) (+ ts) EF MASSE 

PME KE TRES 


ee deuxième membre est égal : M NÉ ACER À: Lin ot One SIA 


ot e(n) Z FERS 
rer 4 Mig OTe St ea 

0°60 Fi paid) =n | 
_ K°n?sin20 ARE HS cues | : 


OS: Tk HG) étant une fraction rationnelle. L'ordre de grandeur du deuxième 


me 4 er 
4 Spe Set i ce 


n\/ 28 2: RAT ae mas va 
Pat est Da ae eV Ksin:6, : . oe MR a 
Or &(e) et W () sont évidement des rave entières d’ ordre 1 ¥ 


NE ngs et du type moyen a l’on a à, par exemple, Shave AETE *. Rat oa 
tet ae cone coh fe it SO Die ea ee 
: ) : EN 4 É À ‘ 3 “iP ak q hfs a À: Ê à : K ‘ Fr +, j ot * ET i : ve 
AGE NI Pire LE is ci (+ ie) bat ATH SES 
DA cee Vee PTE CREER REC ES 4 & KE a a ge T 
j ne 1 h J = + cay 
‘Sur ie rayon d argument 0 le type de W ) ro) ne incase pas ‘celui | a 
de D(«) d’ une uantité supéri rid eee 
| ( qu P eure at Lertyr ‘ a Cette quantité est jae 
{arbitrairement petite à cause de ti présence de à au. numérateur : le te 9e 


type de W(v) ne dépasse pas celui de dv) pour 6 différent de zéro. 
tens le type est une e fonction continue de l'argument 8, comme 


. ~ F ‘ aa 3 
4 err RL | é oe \ \ 74 
s \ . + ù | a. 
~ “ Ÿ | . « | 
< c x + 
rs 1 Li 
s re ed 
eR ie 
LA c LE * + 
, hae CFA A 
i 
4 18 as 
i = i /? 
. , 
2 t a my 4 ifn PT 
J “ao ve J 
a HAT a * 
OP 
+ Ths J 
* ù A. 
L : fi + 
À ; oA 
at ee 
L fe 
F. y À ee 


rons G(¢) d’ordre x et du type moyen. 


ene. ey 


See PAPE epee ÉTÉ ers 
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celui de ®(¢) est nul pour-0 =o, celui de W(e) est nul aussi 
pour 0 — o. 


2°,et 3° J'évalue la croissance de Q(e). Ona 


Lt? 
Set i a 
en 


si » est assez grand, e, >>nA, A étant un nombre positif arbitraire- 
ment grand. | | 
On a, dans ces conditions, 
à 
Barer 


et l’on en déduira, par un calcul analogue au précédent, 
Or sree 
[Q@)l< zsin | HC); 


H, () étant une certaine fraction rationnelle, 


Tt 
On aperçoit que lace eye *| est borné si A’ est un nents quel- 
conque inférieur à A; comme A et A’ sont arbitrairement grands, on 
peut dire que |Q(«)e “| est borné pour si petit que soit € positif. Les 
propositions 2° et 5° résultent immédiatement de là et des a nos 
analogues de P(r). . 


10. Nous pouvons maintenant généraliser la proposition du n° 6. 
Soit. une fonction G(v) holomorphe dans X, et admettant les 


racines bi, patie: ag dont la densité est Ê au sens du n°9:on forme 


une telle suite en prenant uv. nombres positifs entre pa et (p +1), 


_ puis en supprimant les HOIATAR Gp Cay ins Bae à » . de cette suite, 


la suite e, étant telle que <2 1 croisse indéfiniment. Nous suppose- 


G(v) 


FU: € étant 


Supposons d’abord |G()| borné et soit G,(« Je 


un nombre positif très House 
|G, (#)| est borné dans ©, : il admet, en effet, une borne sur les 
rayons ne 6 pour or o et en particulier pour §= +2 et il 
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est borné sur une infinité de droites porpendiculaired à l'axe réel : on 
s’en rend compte immédiatement en utilisant les propriétés 3° et 2° 
de W(). La propriété 3° de W(e) montre que G,(v) tend vers zéro 
sur le rayon d’argument 4 et que cette GET ESA RE, est comparable Bs 


celle d’une fonction = ordre 1 et de type — TE | sin | pour 90; en 
particulier pour 0 = +4, le type est x al sina|. Appliquons Ie 
théorème du n° 5 entre 0 = a et 0 == La ss, (e) est d'ordre r et de 


type moyen, son type est — = tanga cos au plus; si G,(¥) n'est pas 


d'ordre 1 et de type moyen, c'est que sa décroissance est plus rapide 
encore, et cela sur tous les rayons puisque |G, | est borné. 


Il résulte de la que le type de G(¢) est au plus— = tang pour 9 S95 


il est au plus zéro pour 0 = + a. Le mème théorème du n° 5 appliqué 
entre 0 = o et0— — a, puis entre 9 =o et 0 = + x, montre que le 


TH sin(a—|4|) r : 
A cosa” 


Supposons maintenant que |G()| ne soit pas borné, mais que son 
type soit au plus égal à Q|sin®| pour une valeur positive de Q. 
J'étudie G,(v) = G(¢)e-"™" en prenant Q, De QT cao) Ratt 

| G.(¢) [est *borné, et par suite tend vers zéro sur tout rayon pour 
lequel |6|< a, et cette décroissance est comparable à celle d’une 


fonction d’ ordre 1 et de type EE poe ea LE Le BL de G(*) est 


À Cosa 


type de Ge) est au “ines: pour. Jo [Sa 


TH sin(« — | 4] 
ae 


\ 


donc au plus égal- à Q tanga cos) — puisque Q, est 


arbitrairement voisin de Q. 
si Q <> mE, G(¢) tend vers zéro pour § — 0 et pour 0 voisin de zéro, 


et le type est erect fe pour c ces valeurs de 9. 
C'est là le résultat que nous utiliserons au troisième chapitre. 


AA. Je vais indiquer une méthode élémentaire qui donne des résul- 
tats analogues aux précédents. Je reviens aux notations du début et 
l'étudie une fonction g(u) homolorphe dans S,. Je supposerai, 


maintenant, le module de g(u) Bene dans S,. 


PRET ee 
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Soient x, x’, r, des nombres réels positifs tels que 
DNA eee Pye Vig 


Je vais démontrer le lemme suivant : le produit 


if 


=a lale)— #2) 


admet une borne indépendante de x et de x’. 


“7 


On peut, dans le cas actuel, appliquer la formule de Cauchy de la 
façon suivante, bien que la fonction g(w) ne soit pas partout holo- 


morphe sur le contour os du secteur S,, 


gle) — g(a) = PO lé 


2UT 


Te 


D ee 


On peut décomposer cette ae intégrale en trois parties; 


chaque partie est relative à l’un des trois côtés du contour; démon- 
trons que chaque partie est de module borné. Le résultat est immédiat 
en ce qui concerne l'intégrale sur l’are de cercle. L'intégrale sur le 


segment de droite d’argument « a son module inférieur à 


2T 


“ 


Utilisons l'inégalité — <= 


WA 


devient 


ro 


° ‘ RY Ned di: o 
‘ x , I+ A2— 2A cosa 


elle est inférieure à la même intégrale prise entre les limites o et 


en ee À dt 
=z f REA [A est la borne de |g(z) |]. 


I Az’ fe dt ay Me ce 
137 ; + x?— atx cosa , &+x2%—2tx' cosa 


Pour évaluer la RCA intégrale, on peut poser LES NE, 


elle 
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. . . Ê k at | ef al > aS ee : à nh 
l'infini. On voit done que l'or a | | HEURE MORE MERS 
\ : dar à" é i | A à ane 2 A x 4 
j SPREE Foe DS TS AL PE 
te dd ae 2 |< 2B { bs +m ay Fa act RC 
; (B est une constante positive). - : : RE A bey Ch ES 


Comme on aurait un résultat ue pour la troisième intégrale - RER 


à évaluer, le théorème est établi. DATES Re CAE 


Cela posé, jeg garde toutes les hypothèses précédentes relatives 


à g(u) et je suppose de plus que cette fonction s’annule pour les 
! pelpnre réelles de u wt iG >. e -++ les C, croissant-indéfiniment NET 


avec 7 de telle facon que Er #_ tende vers Goo. LA OR NE ee ee 

i a N ¥ 4 À - SPL g 

Soit x un nombre positif inférieur Age ll existe n tel ae i RS 

a eee. 27 ee f 

| cr 2e DL RENE ne a: < SEWER. 2 SE AIN PIE TO 

D'après le lemme, il existe un nombre positif Atelque 

| à Ame x ® 4 ‘2 Fe à "Eu * % c Bs ; = - Me « P = | HR, 
; : ye Oe Roe oe À? : are! +3: a 1 A AR ET PRE | 


- ay , ‘ t wie À ax 
F | f AR A Wars C, 3 Cr M Be im Se ‘ 
me fa vee eu … [#(æ)1<A Caire ea Es te à As AC ENS 


7 ; = es | di À + ee \ Cr à - rhe: - 
os ae # ; § es Re A 3 Cn k , ; 


a SAR ut g(a) tend SAME vers ‘zéro sur l'axe réel, D’ après les Kiem TRAITÉE ay x 
ok aces Chapitre: g(u) tend uniformément vers zéro dans tout secteur inté- 


rieur à Sa. | RO ARE FAT He ie a 
AE J'ajoute une hypothèse de plus: de Me tend ve vers 1 1 avec a Ay 


oe assez de rapidité Ear qu’ 14 existe des nombres positifs Re ety tels que Yaa ee 
FE RE ae hie DER AMP LR nee CRETE | lim | LT TT NA Ho os nth PSE 


PTE ONE LE CL démontrer que, ‘dae ces conditions, g(u) tend vers zéro dans + Ge 


AS NUE A le secteur avec le degré nue C estrindire que 1 So ag borné quel. CAT R 

ti oy a QUE. soit m positif). TPS AN Nate ae Mie WE a Nl res 
CES x étant réel et à comprisantre eG, on a maintenant VTT TURN 
TE * Di ; . | à 554 mé | 7s : : Aer 14 au 

$ : ; F AA! Ms Re > Ee 7 d a wey) FA ; +7? © : 4 € + Pe a ees 
Ras ‘ MA LAN ARR NP Sa] aber Eee 
” vi - : 2” "+ ‘ ing ey k | ‘ 3 4 ts rey is " f Li “atte 
: 4 j | AUS is aes CN SE x Mics ail HAE x Gr i 

. ig 5 + 

sg CEG at, * ¥ 

; ey ek eens 

As ie | i AB, SO teh fn 


i i Len ed 


” ~~ NO, SIE ex | VA Woe)’ 
EE MR Le Pd, DR PA PS PE ny E 
TL NT ee ep eae ee SEULE rs \ MATE bs - >, À 1 # 

« 0 y CNE ALT Ur, * = 
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g(u) est donc de degré q sur l'axe réel. Il résulte des propriétés du 


degré établies au n° 4 que l’on peut trouver un secteur S (ae, =) ou 
n , ; ‘q . : _4 x : 
le degré est Fe La fonction g(u)u *= g,(u) est de module borné 


dans ce secteur et elle a les mêmes racines que g(u). En lui appli- 
quant la proposition qui vient d’être obtenue, on qu que |g,(u)u | 


est borné sur l'axe réel, d’où il résulte que |g,(u)u : est borné dans 
2q 


San at! ped 
un secteur Se’ («" +); il revient au même de dire que [g(u)u * | 


est borné dans S,- 
: 2q 


Je pose g,(u) = g(u)u 7; cette fonction de module borné a les 


memes racines que g(u);|g,(u)u ‘| est donc borné sur l’axe réel. On 


en conclut que 
teur Sr, .. :. On peut continuer indéfiniment. Il existe done un sec- 


rq 


teur S,, où ci 4 est borné et cela quel que soit l’entier p. 


8 g(u) est donc de degré infini sur l’axe réel, donc aussi sur tout rayon 


intérieur à S,. 
Nous avons ee l’énoncé suivant : 


La fonction g(u) étant holomorphe et de module borné dans S,, st elle 


] ; É I a oe 5 5 : 
admet comme racine les nombres rome C, positif croissant indéfiniment 
ù N Sn | 


avec n. 
ETAT | to Be RE 
te Si ET tend vers 1, g(u) tend vers zéro sur chaque rayon intérieur 


n—1 


au secteur. 


2° Si UE 
est de degré infinx. 


— 1) reste borné pour une valeur positive de n ny g(u) 


Ces 


Ce théorème n ‘est. pas plus général que: celui du n° 10; on peut, au 
contraire, l’en déduire par des changements de variable. J'ai préféré, 
cependant, donner la méthode précédente qui permet de démontrer 


des propositions que j utilise au Chapitre IV. 
Je signale une conséquence directe du lemme: CALE étant borné 


dans Sy, jug" (u)| est borné sur l'axe réel. 


AP , Fe A 
82(u)u Jr | est borné dans un sec- 


wy So 


À (6) | an nae Ge N= aloo Pt, 
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En modifiant fépérement la démonstration du RS on dembp-e 
trera sans difficulté que |ug'(u)| est borné dans tout secteur de — 


sommet O et intérieur à are 


Ï ee 4 t 


CHAPITRE WE ie ty) 
12. Soit vo 8 | 
RSR “os ; he Se) = diane" at 
une fouedan de la variable = = pois dont ‘i rayon Sta convergence est. 


l'unité. Nous désignerons dans ce qui suit par C un contour nes 


entourant l'origine telle qu’une demi-droite issue de l'origine ne le 
coupe qu’en un ‘seul nt Si/( ) est holomorphe sur ce contour et. 


à l'intérieur, es AL 
zy Be Ae is ia = LEURS agit 
Gy Kao oh Res 7 


HEAR ; ‘ : é ho 


ss ee avec M. Carlson se ; emer N 


VE à 


QUT 


La fonction G(s >) depend +H la FA te re pour z seen et 
16 aussi du contour C. Pour la ARTS de supposerai toujours l' argu 


. ment w de z compris entre - —- = et LE “et je prendrai les notations 
: Le : ; 4 ! 
. suivantes : : ; oe : | ee PRIS 
= — pele, Cy — teil, ty ap a -—-1 1 e= (logp + io) Cube abe, ‘ 


be +4 


On reconnaitra que G(s ) dépend du saint où C coupe l'a axe eel dé” 
côté négatif et que, ce point restant fixe, une modification de C ne. 


change pas G(e). IL a été démontré, de plus, par divers procédés, 


que G(s) est fonction analytique dev: c'est même une fonction entière. — 
Si f(z) n'est pas holomorphe sur C, mais l’est à l'intérieur et tend 


vers une fonction limite continue lorsque = = tend vers. un point de C, 
ce qui précède s ‘applique sans changement. | 


Il est facile de voir que de ot AA I et fd type. moyen dans | 


~ 


" 
“ 
4 
, 
“4 
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tout domaine %, et même dans tout le plan. On a; en effet, sur C 


ae | — et(—logpcos) + wsinf) — ext. 


l étant la borne supérieure de |loge|+|w| quand = parcourt C. 
D'autre part, la plus grande des limites de V]G(n)] est égale à 1; il 
en résulte que G(s)e* n’est pas borné sur l’axe réel pour si petit que 
soit c, et les deux conditions pour qu'une fonction soit d’ordre 1 et de 

type moyen sont bien remplies. 

Nous supposerons que le point s = — 1 n'est pas point singulier 
de f(z). Il est dès lors possible d'admettre que le contour C coupe 
Paxe réel, du côté négatif, en un point extérieur au cercle |z| <1. 
Dans tout ce qui suit, il est sous-entendu que C est choisi de cette 
facon. 

Je dis que, dans ces conditions, le ba de G(+)est nul pour ¢ réel 
positif. : 

Soit — 54, (6) >1), l’affixe du point où C coupe l’axe réel du côté 
négatif; on peut, en laissant ce point fixe, tracer le contour C extérieur 
au cercle de rayon e * et de centre O, e étant un nombre positif qu'on 
fera tendre vers zéro. Sur C, on a, pour ¢ réel, 


; | g 4 | — er vi08p — e“. 
On.en déduit aisément une inégalité telle que 
G(P) < Ae, 


et comme < est arbitrairement petit le type de G(v) ne peut être supé- 


rieur à zéro. Comme Vial a pour plus grande des limites 1, ce type 
ne peut être inférieur à zéro; il est donc nul. 


13. Je vais établir le théorème suivant : 


ae 
Pour que la série f(z) = Za,z" dont le rayon de convergence est 1 
représente une fonction holomorphe sur l'arc AB du cercle de convergence 
défint par 
AE NN ae Q£lol£r. p=1, 


ul faut ( ) et su Sfit. it qu'il existe une fonction H(e ) holomorphe, d crane. rt 


(1) Ce théorème est di à M. CaRLSON, loc. cit. 
Ann. Ee. Norm., (3), XLIV. — AVRIL 1927. 16 . 


d’argument 4 eget e 
L 
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et de type pti dans un domaine %, pour une ‘sabe de a comprise 4 


entre zéro et =, telle que H(n) = a, et dont le type +(9) sur le rt 


FE) Ae gis r(a) sine, (a) < sina. i 


* Je remarque d’abord que ces trois conditions imposées du type sont 
entièrement équivalentes à l HACBEINS | 


* 
‘ 


(9) <Q sing] - pour §|0|<Sa; 


in "y. a, pour s’en convaincre, qu’à appliquer le théorème du n° 5 aux 


intervalles (0, a)et(— a, 0). 
Je vais d’abord démontrer que la condition est nécessaire; la fone- 


tion H(+) de l'énoncé sera la fonction G(e) du n° 12 qui correspond à 


un contour C convenablement construit. Pour obtenir ce contour ‘st 
je commence par marquer deux points A, et B, dont les affixes sont oil, 


tels que Q, <Q et que f(s ) soit holomorphe sur l'arc A,B,, ce qui est 


~ possible. Je considère ensuite 1’ angle A, OB, défini par {w|>Q, et un 
are de courbe A, PB, intérieur à cet- angle et extérieur au cercle de 

| | convergence de f(z )s je supposerai que cet arc est assez voisin du 
_ cercle de convergence pour que f(z) soit holomorphe sur l'arc et dans 
la région comprise entre le cercle de convergence et de l’arc. On peut 


démontrer sans difficulté (et je n’insiste pas sur les démonstrations) | 


= que l'arc A\PB, peut être choisi de façon à à posséder les propriétés — 
- suivantes :-cet arc est symétrique par rapport à l’axe réel; un rayon 
_ issu de O etintérieur à l'angle A, OB, ne le rencontre qu’en un point; 

le rayon vecteur est une fonction continue de ER a pe his ya 

EE arc A, PB, a done une sinon de la forme. ‘ Le 


iy at e i =) (Qsa<n, awe Re 1), 


cette fonction peut être supposée croissante lorsque w varie de Q à Le 
Je considérerai d’abord le contour I formé de l’are A, PB, situé à 


"gauche de la corde A,B, et de l'arc de cercle A,B, qui fait partie du 


4 b(w) étant une fonction continue; comme dernière propriété de I are, + A 


cercle de convergénce et qui est situé à droite de la corde A,B,. Le 


contour tout entier aura une équation ir je représentorai sure 


: ï 
“a i ‘ P . ++ 


ive 
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par e = @(w); j'étends ainsi l'intervalle de définition de ®(w) en 
adoptant la convention que ®(w) est égal à 1 pour — Q, Low <Q,, Le 
contour I’ étant ainsi choisi, le contour C sera un contour intérieur 
à let représenté par les équations 


CG ( — er elmtange pour 0 = wo < Ry 
© ies 
be piss ere eue pour — BLL; 


a ét % “ei deux out positifs que nous allons choisir; x sera 
inférieur 2 a = —. x 

_ Pour que i soit intérieur a r, il suffira que l'on ait 

{ L 

(5) — a + w tanga Llogd(w). pour oSwsn. 

Il est clair que cette inégalité est vérifiée pour o< w <Q si l’on a 

a= Qtange; 

elle sera vérifiée pour 7 > w2Q, si « est donné par 


log@(2) 
r — 2; ; 


tanga — 


puisque D(w) est une fonction croissante et que. le premier membre 
de Vinégalité (5) devient | 


AD 
— Q, 


logD(Q) < logd(L). 


Les deux équations obtenues déterminent aet a et par la suite le 
contour C intérieur à I’. 
Le contour étant ainsi choisi, on a 


d if sin(a—6) | . is 
(6) Dal cae ce voi à DT cos & pour 0<LHLT, 
done | . ; | 
| é fart perse si = Go b= a. 


On a un résultat analogue pour — 7<w <o et expression (4) 


de G(v) montre que le type de G(v) est au plus acosb, c’est- 


a-dire Q tanga cos@; en particulier, pour 0 = + a, le type est Qsing 
comme lindique l'énoncé. On a déjà vu que le type de G(¢) à nul | 
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pour § — o, de sorte que la première partie de la née est 
achevée. Notons que, puisque Q peut être remplacé par un nombre 


légèrement supérieur, on a|G(v)|< e°!"!* pour £ assez grand (* Ne 
Passons à la réciproque et commençons par admettre que la fonc- | 


tion de » qui nous est donnée soit de module borné dans Ë,; un 
théorème dû à M. Fabry (?) résout alors la question. Je Pai danente 
sous la forme suivante (*) : 


Si H, (+) est une fonction holomorphe et de module borné he AS * 


la fonction ZH, ()z" est holomorphe : à l’intérieur du domaine Aa inté- 
rieur au contour C, défini par | 


° | LP 4 MON ST: 


Ci Dane + EAU 
DRE si —T<w£o ae ei 


Je reviens à ila fonction He) définie dans l'énoncé et je pose 

Li . H, (6) = H (NO, NE ; 
Jar 
Re DOS 


* 


LH, (#)] est RUE sur ibs rayons d’argument +0 a et — 2; comme tad 
fonetion est. d’ ordre 1 et de type moyen dans = Es comme « est infé- 


. rieur à “, le principe de Phragmen et de Lindelôf montre que [H, (e | 


est boue dans &,, d’après le théorème précédent EH(ne "ass 2 5" 
est donc holomorphe dans A,. On en déduit que £H(»)z" est holo- 
_morphe dans le domaine déduit de A, en QUOI Es affixe de chaque 


Port pare fo) € étant arbitrairement petit, ZH(n)5" est AU 


| : : ‘# A | 
__ () Si l'on tient compte de la remarque placée à la fin du n° 5, on verra, de plus, | 
que cette inégalité est vérifiée d’une façon uniforme quel que soit 8 sous la condi- 
tion o ‘ù #05< [0 |< a. Si l’on veut une ARE valable Senet 2a, il faut écrire 


dx |G(e) | < eQlsinOperee rie Bean t assez grand). 


(2) Fasry, Sur les points singuliers d'une série de Taylor (Journal de Math., 
5° série, t. IV, 1898). | / { | 

(ES ont LS LAS la recherche des points singuliers Ci certaines fonctions 
(Journal de Math.,, 8° série, t. IV, 1921). 


< 
v 


ao dr LE 
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morphe dans le domaine limité par la courbe 


p= e—Qtanga pwtanga (o < wt i 


0 == € tanex evtangx ( ae = 6) = 0 ) £ 


Cette courbe comprend à son intérieur l’arc du cercle de rayon 1 pour 
lequel on a | [> 
Comme j’ai accepté, dans l'énoncé, ies inégalités (+ 4) <Q sina 


_(les égalités étant exclues), je puis He Q par une quantité un 


peu inférieure, ce qui montre que f(z) est holomorphe sur l’are | o|2.Q 
(extrémités comprises ). 


14. Voici un nouveau théorème un peu plus particulier que le 
précédent : | 

Soit /(z) = Ya, =" holomorphe dans le stale de rayon 1. Suppo- 
sons que cette fonction soit holomorphe sur l’arc (extrémités A et B 
non comprises) du cercle de convergence défini par |w|<Q. Sup- 
posons de plus que 1e ) soit holomorphe et de module borné à l’inte- 
rieur du domaine A? defini par : 


a 0 < ep mac eaten (o <a ay ag Tt), 
s œ ] o< e—Qtanga p—wtanga (eee r<w<o ). 


Il existe une fonction G(v) holomorphe dans £, dont l'ordre de crois- 
sance est 1 et de type moyen et dont le type 7(0) vérifie 


(0) =6, t(aj<Qsine, . t(== a) < Qsina. 


Réciproquement, si G(v) possède ces propriétés, £G(n)z" est holo- 
morphe à l’intérieur de A. 

La démonstration est presque identique a celle du théorème 
dun ta: | 


15. Les théorèmes des n°°13 et 14 ramènent l'étude du prolongement 
analytique des séries de Taylor sur leur cercle de convergence à celle 
des variations du type des fonctions G(¢) d'ordre 1 et de type moyen. 

Soit la fonction /(+) = %a,s" dont le rayon de convergence est 
égal à 1 et pour laquelle le point — r est un point régulier. Nous lui 
famine toujours. poeecpeners une fonction BO) qui correspond 
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elle-même à un contour C qui coupe l'axe réel du côté négatif e enun 


point extérieur au cercle de convergence; le type est inférieur 


à Q{sin0| pour |0[<a, Q et x étant positifs et Q inférieur à r. Deux. + 


telles fonctions G(+) ont leur différence nulle pour ¢ entier positif ; 


d’après le théorème du n° 6, cette différence tend rapidement vers 


zéro ; elle décroit comme ela positif) pour |6| assez petit. Cette 


différence est négligeable pour notre étude; la fonction G(e) choisie — 
comme je viens de l'indiquer pourra nant étre regardée comme bien 


déterminée. | 
Commençons par retrouver les théorèmes sur les Motel Suppo- 


sons que certains coefficients a, soient nuls et que leur densité soit 
égale : af + (au sens du n° 10} désignons par Q un nombre positif tel 
que if (z ) soit holomorphe sur l'arc | [22 du cercle de convergence. 
On a vu que le type de G() sur l'axe réel est (e- — *) tanga ce type | 


Vv 


ne e peut être négatif puisque 
ona done Q > + SE. 


Comme tout aun du cercle de convergence peut étre amené au 
point - — 1 par le changement de =< en ze*?, on peut énoncer. , 
St la « densité » des coef, oe nuls de la série f(z)= Nast devient, 


«pour n assez grand, égale à D la fonction (=) ne peut fre holomorphe i 


sur un are du cercle de convergence supérieur a an = a) en parties 


au r n. Ly ' 
rayo | 


te Supposons que É C soit égal à 1; le cercle de convergence est cou- 


_pure. Ce cas est can où les coefficients non nuls fra une suite 


. dont les indices sont a Pe I PCR tels que = ~ Croisse indéfini- 


“ment. C’est là le théorème des lacunes de M. Fabry ou plutôt le cas 
particulier le plies connu de ce théorème. | à 


Le 


16. On peut obtenir a aussi ies théorémes sur has signe de la partie 


réelle de a,. Soit a, = %, + 18,3 si Za,s" est holomorphe en un point, 
ban" V est aussi; je n ’insiste pas sur la RANCE très simple de 


V|GCR) a pour plus g grandes des limites ay 


ants Se LAY 


ee, benne à: ee oe 


LATE QE EX Dé pry Pa pin le ar Os. MIRE 
Paint RE Pride ic Due % y : 
¢ 4 rig PEER mg ne ¥ i 
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ce fait ('). Portons notre attention sur les changements de signe de la 
suite O15 My...) Gy ..., et sur la fonction G,(#) qui correspond 


“à Zu,s”. À un changement de signe entre a, et Gi: correspond un 


zéro de G,(#) compris entre les deux nombres positifs x, et æ,,, 


-[G,(¢) est réel pour ¢ réel]. Supposons que les coef ficients %, qui sont 


suivis d'un coefficient de signe contraire, présentent une distribution de 


« densité » © supposons La,z”" et La, 


Z : T 
du cercle de A à : on aura encore Q > > 


En particulier, sit = est égal à 1, le point — 1 est un point singulier 


pour /(z); c'est encore là un théorème bien connu, mais énoncé pour 
le point — 1, alors que l’énoncé habituel est relatif à + 1. 
lors q | 


17. Étudions maintenant une fonction f(z) ayant une infinité de 
coefficients égaux à a, une infinité d’autres égaux à D'ou à c (a, b,c 
sont trois nombres donnés quelconques). Nous supposons que la 
densité de l’ensemble de ces coefficients égaux aa, à b, ou à € soit 
égale à af 3 Bupposens fs) holomorphe sur l'arc | w |2Q du cercle de . 


convergence de rayon 1, le type de G(v) est au pay égal à Q| sin | 


‘ HAN SRE le type de 


HE) = 106) all G(o) PILE) — eI 


t 
est au plus égal à 30|sin 4}. 


Soient a,, a... ++. 4,5 ++ Les coefficients de la série re ) qui ne 
sont égaux ni aa, nia b, ni ac. Je commence par montrer que l’on 
peut supposer sans inconvénient que la plus grande des limites 


de VIHCn,)] est égale à r. S'il en était autrement, cette plus grande 
limite serait inférieure à 1 et H(z,) tendrait vers zéro, G(n,) ne pour- 


rait avoir de valeur limite autre que a, b ou c. Je désigne par &,, celui 


des trois nombres a — G(n,), 6 — G(n,), c — G(n,) qui a le plus 


petit module, H(n,).serait égal à u,, multiplié par un nombre voisin 


(1) Szaz, Ueber Singularitäten von Potensrethen und Dirichletschen Reihen 


(Math, Annalen, Band 85, 1922). 
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de a, de b ou dec, la série Sw, z'r, tout comme EH (n,)3 'p représente- ne vi it 

rait done une fonction dont le rayon de convergence serait supérieur * : 
à 1. On peut ajouter Lu, 3"? à /(z) sans changer les points singuliers ie ve | 
du cercle de convergence et tous les coefficients deviennent égauxà a, — 


à bou à c. © | ; 
Cette transformation effectuée, distinguons deux cas: PNEUS 


Supposons d’abord que la suite 4, Qu,» Ann = . comprenne une oe 
infinité de termes; la série 2 CH(r)=" a un rayon de convergence égal i 
ar, elle a une infinite de coefficients nuls ayant la densité © re le type: eee 

Let | 
de H(v) est au plus 3Q|sin6| et pour 0 —o ce type n’est pas Ft LAS 
rieur ao. Le théorème du n° 10 montre que le type est au plus égal | Re 

A ee 
à (50 —  ) tanga pour §=0, et comme cette expression ne doit pas ae 
êtré négative, onar 2 Wises ey a St Berea me LL 

NETS: Sy i ee RAO Eo “a i 

ES NE POS Oe Brea Ne x et 

| Supposons, en eee: lieu, que tous les coefficients soient Ae 
égaux à 4, à bou à c; H( (6) est ae pour. toute valeur entière positive. a ia 
de 6. $i 3Q <7, le théorème du n° 6 montre que ee tend vers zéro bale ek 
«pour ¢ réel comme im 0). L équation Rt ET iis Ree eh 
(G—a)(G— 6G —e) Mo) =0 ce wt Gals Sone a à. 

$ Pr ae a = a 

“diet trois racines en G qui sont trois fonctions de v voisines de as - ‘i Re i 
de b et de c, respectivement dès que ¢ a son module assez grand. 
Chacune de ces racines est une fonction holomorphe de # ‘pour. #00 
dans 2, et pour |e|assez-grand. ROLE. 

Ge) doit done être une de ces racines: il ne. peut donc RER que *1 808 
l'une des trois Si a, b, ¢ pour ¢ entier, la valeur , a Pie exemple, — a 
et l'on a f(G)= | atone ne: 

PAP F. 1 

Pray rh (s ) FAR au moins un point singulier sur l'arc | «| ce de du ie 

cercle de ponte gedse, sauf dans le cas où a = b= ¢ et où Por à: io = eae 
1 See af ge ee es i 

1f(s)= que + fils), ae SaaS eee 

| i re " : ‘ 

à ‘ à EE 

A if > : rs 7 


: 
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Ji(2) étant holomorphe à L'intérieur du cercle de convergence el sur Ce - 


cercle lui-méme. > 


Ce théorème a été donné par M. Carlson dans le cas où À (a). 
Il peut être généralisé d’une autre façon. a 

Donnons-nous trois fonctions a(s , be), e(¢ ) holomorphes dans le 
domaine Ÿ, et supposons -que si 6 parcourt À, les points dont les 
affixes sont a, b,c se trouvent respectivement dans les régions A, 
B, C. Nous admettrons que ces régions sont à distance finie, qu’elles 
sont d’un seul tenant, qu'elles n’ont pas de point commun deux a 


deux, enfin que la distance d’un point de l’une à un point de l’autre 


reste au-dessus d’un certain minimum. Si l’ensemble des coeffi- 
b- 


cients a, égaux à a(n) ou à b(n) ou à c(n) a la densité > on obtient 


le même résultat : f(z) possède au moins un point singulier sur 


l'arc lo] See = du cercle de convergence, sauf dans le cas où a, est 


Lu à a(n), à b(n) ou à c(n). [Dans ce cas, f(s) n’a 
que le point singulier 1 sur le cercle de convergence. | 


18. Voici une propriété analogue aux précédentes: soit /(s) = Xa, =" 
dont le rayon de convergence est égal à 1 et qui est régulière sur 
l'arc ({w|2Q,o=1). Formons la fonction 9(s) = La, 3"» dont les 
termes sont des termes de la série f(z). . 

. Supposons que le rayon de convergence de ¢ (2) soit encore égal 
à 1 et que cette fonction soit Ra et sur l'arc |w|>Q, du cercle 


. de convergence. Soient G(+) et G,(v) les deux fonctions qui corres- 


pondent ares et & o(s); il est clair que 
7 P(e) =Gi(#) [G(v) — Gi(e)] 


est nul pour n entier positif. Pv) est une fonction d’ordre x et du 
type moyen ou une fonction qui tend vers zéro plus Caen ene 
quest”. 

Elle est, en tout cas, comparable à une fonction dont le type serait 


(1) Cartson, Loc. cit. 2 : 
Ann. Ee. Norm., (3), XLIV. — Mar 1927. \ ur 
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‘ le plus grand des deux nombres _ Sk ae Se, 


aQ,| sinô| et (8+ 2,)| sing D peat 18] assez. petit. ae é 


net Supposons Q + Q, et 2Q, inférieurs à + tous les deux. D'après ies 
théorème du n° 6, le type de P(v) est négatif pour |4| assez petit 
[a moins que P(v) ne décroisse d'une manière plus “pue sure 
Or, ona | 


2 3 : Baa te ; #0 
G,= coe > (LA § FE as : { a \ 


sm —, s 2 


et il ppadrait, dans ces conditions, que le type de Gi ne peut dépasser | 
celuideG. ; ae NS RE 
On a s done l'une des inégalités suivantes : i cet ete a 


Si ,par exemple, Q—=o,ona Q,>7 2 OÙ OQ = ==.0; et il est possible de 


donner des ane des deux cas. Si f(s)= La et?(s)=È Eau", 


Le be 
on aQ,=— 7-7 si k est impair et Q, =a sik est pair, d' ‘apres le. 


het de M. Hadamard sur la multiplication des singularités. 
D'autre ue M. Faber a démontré que des séries telles quer coy 


; SEE Ne bp cate (a+ a \s. Dar = ue ee EE Fe 


NAT TD ARTE PTS TT Er ee 
o(s)=— pr . ae brah 


as 


22, CRE Ne que É point singulier I sur le cercle de convergence ( (Se 
oy EARNS Ona, dans ce sen Ar ess “+ ETC 


" ne: 


PQ SR ERNER | ae \Q=Q,=0.. | ; Rs 


ie 


\ 


D + 19) Pour obtenir de propriétés, je du d'abord établie: un. AE 
. lemme relatif à à la athe LE Si séries de la forme rites 


* 2 £ . ~ is : à ts 


(1) Fasen, Sizungherichte mathem. phys. Klasse | bay ersche “Akademie, 
Band 36, 1906 


we Ve. 
Ac : 


” 
À 
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dans laquelle les d, sont certains nombres entiers positifs rangés en 
ordre croissant et tels que d,;, — d, soit borné. 

Si la somme A, = à, +, +...-+ ,a son module borné, la série Q(¢) 
est uniformément et rer convergente dans tout domaine qui 
ne contient aucun des d,. Si 4 est l'argument de +, sin? 0Q(v)) est 
borné; si x est la partie réelle de + et si elle est comprise entre d, 
et aie |Q(e)(a@ — dy)(a — dn.) est borné. 


I 
Se-pose 0, = —— La transformation d’Abel me donne 
Bats 


1 


Ba + gr Bari +... + Sein Pyin 
= (Ag— Ag+) (87 — Bait) + (Agri —Ag-1) (Bg 41 — Bote) + 


we (A ÿ+n > Ag )( Botn=1 + Br) as (Agen a ak Ag ) Brg: 
or 


dy+p+1 Le dg +p 


og Pa ne ar er Gen UE 


La somme des termes de la série Q(+) dont le rang va de gàg+n 


. est donc inférieure à |’ expression 


LR od dyed 2À 
2A gi q : RE a i ea ie CE q+n—1 | “rs ‘ 
tt |e > darn || 8 — doin | [o— dsl” 
‘où A est la borne des | A, |. 
: ree dai4— dg 
La série dont le terme général est 2A su est conver- 
: |e —dg||¢— ders | 


_ gente; cette quantité est inférieure à un nombre positif donné dès 


que q est assez grand, et cela quel que que soit n. 

La série Q(+) est donc convergente; elle l’est uniformément dans 
tout domaine qui ne contient pas de pôle d,. 
… Pour évaluer sa somme, cherchons une borne de la somme des pre- 
miers termes, en faisant dans ce qui précède g = 1. La somme des 
n premiers termes a son module inférieur à 


d;— d; | An — d,-; | 2A 
Bs = a ee Salle rer 


. 


or|v — d,| > d, tink: On a done 


dr ns aX > 
JOUE sar Dae di Cr TT sintéd, 


+ 


las PES le el eee! paar ie ~ Max 


À; 


ve oh 


Unis LU 
LUS ae: Magie 1 


‘ 


ee ae ee 


Mg Ve am we AL 
int iy 2 4 
MA 4 TR 


REE ed 2 a 
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Pour établir la dernière partie de l'énoncé, remarquons que 
|o—d,|2|z—dp|. 


Il résulte de là une nouvelle évaluation de Q(+) 


no 


d, xd 
ROIS Te die dal 


Le terme général de cette série peut s'écrire 
1 1 
2A (- Se aS PA RE | 
ie dy ie Apis / 
pourvu que p soit différent de m. On obtient done 


à I I I dyis — Am | 
| Qe) < A] æ — a, PE th re d'a — © (az du) (des +e) 


dm+1 — dm 
|Q(e)|<4A ANR AR ey 
ce qui-achève la démonstration. 

La dernière propriété sera utilisée sous la forme suivante : soit 
une infinité de droites D,, D,, ..., D,, ... perpendiculaires à l’axe 
réel et s’éloignant indéfiniment vers la droite. Supposons que la dis- 
tance de l’un quelconque des points d’affixes d, à l’une quelconque 
des droites D, soit supérieure à un nombre fixe a; Q(+) est borné sur 
l’ensemble de ces droites. 


20. Reprenons la fonction f(z) = Za,z" holomorphe pour ¢ <1 et 
pour 9 =1, |w|2Q; nous considérons aussi la fonction G() qui cor- 
respond à /(z) et la fonction D(e) construite au n° 8 et qui admet 
pour zéro les entiers d,, ds, ..., d,, ...: ces entiers sont choisis de 


façon qu'il y en ait exactement p.entre nd et(n +1)A; le rapport Ê sera 
* gu - a 2 : 
pris supérieur ou égal à —. 
Nous allons voir qu'on SAT étudier les coefficients a, quand on 
connaît la suite partielle CPE Aaay ring Gy ys ooh 


Le quotient ne 2 est une fonction méromorphe dans le domaine Mrs 


TON AS UN CUT 


ary Se 
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;| admettent une 


T'S 


- Les quantités 


ue ae ro 
borne fens + pela eae 2° de D() Petes en effet ('), 
que pour x réel et oe entre d, et d,,, ona 

D(x) — 


RES A nue L) > (B et B’ constants). 


‘ : Aa, } 

Supposons d’abord que la somme Pd) soit bornée, ce qui 
d, 

aura certainement lieu si È | da, | est borné. Nous pouvons former une 

G(¢) , 

P(e)?’ 


fonction méromorphe ayant méme pole et mémes résidus que 


c’est la série 


ad, 


= Gaye 


qui converge d’après le lemme du n° 19 pourvu que 6 ne soit pas égal 
à l’un des pôles. La fonction 


HOG 200 


est holomorphe dans = x,; je vais démontrer que son module est borné 
dans ce domaine. 


Sur le rayon d’argument 0 (9 différent de zéro), | G(+)| est inférieur 
Hs | sin Ô [4 
es 


a Ae®lsn5l" À étant une constante, a 5 est inférieur à Be. 


et ls est borné au le rayon; on a vu que |[Q(e)] était borné; [H(v)] 
l’est donc aussi. 
Cherchons maintenant ce qui se passe sur les. droites D,, Ds, ..., 


D,, ..., perpendiculaires à l’axe réel et coupant cet axe aux points 
* = I ‘ Cr ae 
dont les affixes sont z,—=d,+ ss D'après la propriété 2° de D(v), 


lal est borné sur ces droites. On peut done écrire 
G(¢) 3 Gaus l 2 
Dr) mea | GP) |< Ge nit, (C’ et C constants) (2). 
(2 | 


(1) On n'oubliera pas, pour utiliser cette propriété, que | d, — d,'} est au moins 
égal a1; dans le cas actuel, si n 4 n'. 
(2) Voir note 4, page 124. 
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D’autre part, |Q(«)| est borné sur ces droites et, par suite, sunt en- ra 
semble de ces droites, ona SSA, els ee 
HG) <Dedloneie! Ha constant). a Ses as Re cs eS. + 

Considérons le trapeze compris entre les droites D, et Des et es pes 4 
deux rayons d’argument « et — «. Le module de H(), qui est holo- — See 35 
morphe dans ce onan atteint son nas sur le RE sa AE wz 


re 


re. : : Qsina (de? Jee (dn LL es ei nce ; : 
plus grande valeur possibleest De, poet ‘ies oie Bre rs ‘ 


Sie est un point inférieur au trapeze, on a 


+ ? . : ; | : 3 +4 3 : Pe Yi 
TE «4 ; dE Apt, PEAR = ; : 
, PR. : : “ ti £, I ‘ 25e 2 ve" x 
‘ é=|vlZd,+ a eS ers = <a (a constant) ot ps. 
Onadone ~ HAN DOET aay AR er AE Ses LE à 
dE SALE : DEN » ES Ge 3e 
CORTE RÉ SPA PTE te Ak ; 
FR : PEN Te SN PT 


es tout le aire + D et a étant des constantes. Comme | Ge] 
est borné sur les rayons dl’ argument + a, il est aussi borné dans tout. 
le secteur Z, d’après le al de Phragmien ¢ et Lindelof. À 


z x Écrivons maintenant | NE RU RE ALT eaten Lees | 
we ee ah, ia 2 LE R: 
EONAR ie = (9) Q(0) + O(0 He) Sry a eaten À 
a 7 ca any? gat San a Oe ¥ 
bitsy eet 
ee e par un entier n non Saal à Pun aes as D’ frs ste pe 
lemme du n° 19, |Q(n)| est borné; on vient de voir. que H(n) admet RS 
NES cat > ae 427 
‘une borne; la propriété 1° de De) montre que nov oon est Boras ee 
. On pourra donner I’ énoncé Suivant : Te es tka” 
| |, Sott Fe) =Sas" qui admet: le rayon de convergence et Sad: est. à x 
A ek holomorphe sur un arc du cercle de convergence dont la longueur eng ae 
partie de rayon est supérieure và pan (1— f). Si cc RATE EE os . es 
ART . ia Supposons que i on | puisse détacher de la suite. des coe Sf fie ctents an une 


| “sulle ay, APT kes sally pei telle que 2 | aa, | soil convergente rt telle que tik 
YO ait au moins à des nombres d, compris entre ph et (p el des ae 
que p est assez grand. Dans ces conditions fi na| a borné. TRE 


CET" i ~ » 


oye WANT OR Ae 


“ La Lt pd 


RO eee ee ER ET PC RS ER PP ET CE RU ee SAONE 
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21. On peut généraliser et comparer diverses suites de coefficients 
non bornés en module. II suffit de faire intervenir une fonction P(+) 


I 
et 5 
pour si petit que soit e, telle enfin que |P(¢)| croisse et croisse indé- 


holomorphe pour |0| << = telle que | P(v)e* 


| soient bornés 


“finiment avec v pour ¢ réel. M. Polya a montré que l’on pouvait détèr- 


Ans 


miner P() de telle façon que: 


soit borné, et cela pour toute 


fonction f(z) = Xa,z" dont le oe te convergence est égal à x ('). 


ray) 
LA 


(2) a les mêmes points singuliers qu > . 
J ( ) ; P 1 su q € P (nr) 

Si, dans l'énoncé précédent, on remplace la supposition que x dy, | 
est convergente par |a,|<P(d,) pour p assez grand, on obliendra 


tes a Pee Pay). (1 suffit de considérer Ÿ étre 3"). 


On peut, d’ailleurs, prendre des fonctions PG ) autres que celles de 
M. Polya; on peut choisir P(v) = , PRES =e", 7 

Indiquons un cas particulier. 

Divisons la suite des coef ficients a, en debe suttes: l’une comprend 


l'inégalité 


les nombres Gi, @ +) Any «+. lels que e,;, — €, croisse indéfiniment. 
St|a,[P(z2)] é pour n différent de l'un dese, etst|n~|P(n)|-' a, 
nest pas borné pour n = e, pour si grand que soit y, le cercle de conver- 
gence de rayon 1 est coupure pour f(2). 

‘Dans le cas actuel, on peut, en effet, se donner A Seniesa 
grand et entier; yu. peut être pris égal à À — 1. | 


ca) M4 


t 


22. On obtiendra une autre Opera non du ‘hence du n° 20, 
en choisissant les a, de la même façon qu'au n° 20 et en supposant 


que SG) est holomorphe sur l'arc o>r(1— 5) du cercle de 


rayon 1, mais pas aux extrémités as cet arc; il faudra, He plus, que | f (3) 
reste borné dans l’un des domaines désignés par AY pour une valeur 
convenable de x: Dans ce cas encore, si 2 | da, | converge, |n~“*a,,| est 


(1) Potya, Sur les séries de Taylor qui ont leur cercle de convergence comme 
coupure (Acta mathematica, t. 41, 1918). 


s 


~ 


borné.Je n’insiste pas sur la démonstration analogue i à la précédente | 
et basée sur le théorème du n° 14 LE aren s PE SAN IS PA 


hy \ 
« PA 


a Ve FR à. ; % 
. Il est intéressant de remarquer que HE DD construire une eee 
a f(s) holomorphe dans A? et ayant ses coe ficients d ‘indices ape eae 


ég aux à des nombres arbitrairement choisis, le rayon de convergence ae 
Fe - 


cs ‘ 
rent égal à I et le nombre Q Sant choisi égal a = Au et d sont. Ms = es à 


toujours les nombres qui caractérisent la distribution - entiers d,). See 
Je me donne les coefficients a,, tels que =| au, is converge et tels 5 te 3 


a“ 


que: Ta] | ait pour plus g grande des limites l'unité. es 3 
Je choisis, d’autre part, une fonction H(#) Ho oies et module | 
borné dans X,. Je pose L EC KE née LC RU Petes - 
Highs ia "| Leo Santa + He). 4 3 . : : ” 
Le he du’ n° 19 montre que FO) est analytique dans = nee 


VEN Ree | “s 


= démontrera que G(« est d'ordre 1 et du type moyen en se servanl du FREE A 


même lemme et des propriétés de P(e); il est. clair que le type de G 

ne peut dépasser celui de (+). Je n'ai pas encore donné ce typ ie: 

de &(¢); j'ai seulement démontré qu'il était nul pour 6= 0. Pour ae 
aller plus loin, je SUPPÈER pv; ilen x a qe un Z zéro dy entre nh et à + : Se 


24 : 


ER , ), Pour « we? ae + pee us ona ae a ou Se 
ms > = en ry ia ‘< w 3; 7) Pa 
. par a . Ite 4 É “ad + + AGE sig À a) 
et le deuxième membre est comparable à ae Le type: est 
done + |sin6| pour ge + ? il est nul pour O= = 0; il est dom Er a ot 
rs ee 


bose | as? d' ‘apres le heavens du n°: 5. On en déduit aisément que FA dt ie ay 
ee 


type est “| sind dans le cas où pe est diffe rent de ret pour NE 


VE ee rs ye. mG ER ” 


+ ce résultat, qu ‘il serait facile de généraliser, nous suffira, car wilnya 
ee ad 


aucun inconvénient à supposer ETES D US 


ee Pare 


js 


FRS OT 


Te.) hh CUI 


— <7 7°  ? = 
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Cela posé, le théorème du n° 14 nous montre que XG(n}z" est une 
fonction holomorphe dans le domaine A}; il est évident que G(d p) = 44,3 
nous avons ainsi formé une série de Taylor dont le rayon de conver- 
gence est 1, qui est holomorphe sur l'arc |w|< Q du cercle de con- 
vergence avec Q = * et dont les coefficients d'indice d, sont les 
nombres a,, choisis arbitrairement. 

Ces nombres étaient cependant tels que =|, | soit une série con- 
vergente; c'est la une restriction qui peut être levée. 

Donnons-nous des nombres a, quelconques, à cela près que la. 


plus grande des limites de %] d,,| soit égale à r. Il existe une fonc- 
tion P(« ) de M. Polyà telle que | es 


est de type nul dans X,. 
Nous prendrons . 


soit inférieur à =; cette fonction 
(dy) d;, 


aa, 


| H(e)| étant borné dans Ë,. Le raisonnement précédent appliqué 


G 
B a 
est au plus “| sin 6]; ona G(d,) =a, et EG(n) 5” est holomorphe 


a montre que G() est une fonction holomorphe dans £,; son type 


dans A>. Notre affirmation est complètement justifiée. 
Il résulte de la une série d’énoncés négatifs du genre suivant : 
Si f(s) est holomorphe sur l’arc | o| <Q du cercle de convergence de 


rayon 1, on ne peut rien affirmer sur les diverses valeurs limites de *, 


nh 


de \/|a,|, de a,. On peut se donner arbitrairement plusieurs de ces 


valeurs limites formant des ensembles arbitraires. De même, certains 
‘coefficients peuvent croître rapidement (comme ev”, par exemple), alors 


que d’autres peuvent tendre vers zéro. 


24. On obtient des résultats un peu plus précis en supposant que 
la suite des entiers d, est très régulière; je traite seulement ee cas où 
elle est. formée ue nombres pairs, O(: ) sera remplacé par sin =! 


Soit done “ice = Lae holomorphe sur l’arc |w]>= = du cana de 


~~ Ann. ke. Norm., (3), XLV. — Mar 1927. : à 18 


+ 

é 
0 
5. 
A 
, 
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ase iS 
convergence de rayon 1; je suppose que les coefficients d'indices 


pairs a, ont leur module borné. 
ee aot 
Je m'occupe de. la série X(—1)’a,,. Il suffit d'étudier la 


série o(s) = X(—1)a,,3°"; elle se déduit de f(s) et de = en 
multipliant les coefficients de même rang. Le théorème de la multi- 
plication des singularités de M. Hadamard (') montre que les points 


singuliers de o(z) se déduisent de ceux i /(2) par des rotations 


Te Re . , Ce 
de + = ou — = autour de l’origine. Le point —1 est donc régulier 


pour 9(3); les coefficients 4,, ont leur module borné; un théorème 
de M. Fatou (*) nous apprend que la série 9(z) est, dans ces condi; 


‘ p=n 
tions, indéterminée pour z = — 1, c’est-à-dire que > (— 1)’d,,| est 


ee 
borné: Cela suffit, d’après le lemme du n° 19, pour affirmer que la série 


2 2 
0) 5 Leanne an 


converge et représente une fonction analytique méromorphe. 


Soit G() la fonction qui correspond a f(s );- as —~Q(°)=H(e) 


sine 
est fonction analytique dans X,; on verra encore que son module 
est borné. L’équation 
G(o) =sin="[Q(v) + H(¢)] 


montre que |G(«)| est borné pour ¢ entier impair. 
St [(2) est holomorphe sur un are du cercle de convergence supérieur 


d'une demi-circonférence, si le rayon de convergence est égal à 1, si 


les coefficients de rang parr ont leur module borné, tl en est-de méme 
des coefficients de rang impair. 
Soit P(«) une fonction définie au n° 21 dont le module croît cons- 
mi © + em © 
(1) Havamanp, Théorème sur les séries entières (Acta mathematica à. 22, 1898). 


(?) Patou, Séries trigonométriques et séries de Taylor (Acta mathematica, t. 30, 
1906, p. wh 


ae. D Re ee ae Le 


EN 


a ee ee eer me ole wee dt À 1f 


à: ge alle fins 
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tamment et uniformément avec ¢ dans E, et qu est d’ ordre 1 et de 
type non nul dans ce secteur. 

St les coefficients de rang pair vérifient | as,| < EX 2P)s ie les coe f- 
ficients vér rifient | a,| < P(n). 

On démontrerait de même que si les. tnatneionis dx, sont de module 
borné quel que soit p, £ étant un entier constant, si /(z) est holomorphe 
sur un are du cercle de convergence de rayon 1 supérieur à la frac- 


. Ho . ; pr 3 1 is 
tion aor de la circonférence, tous les coefficients ont leur module 


borné. 


25. Les théorèmes obtenus jusqu'ici imposent des conditions qui 
doivent être vérifiées par certains coefficients dont le rang est compris 
entre pi et (p+1)A et cela pour toute valeur entière de p. Les théo- 
rèmes bien connus de MM. Hadamard et Fabry supposent seulement 
que les coefficients dont le rang est compris n(1 — /) et n(1+h) 
possèdent certaines propriétés, et cela pour une suite de valeurs de n 
qui peut croître d’une manière arbitrairement rapide. Il est facile de 
compléter les démonstrations données ici et de retrouver les énoncés 
de MM. Hadamard et Fabry avec toute leur précision. Il suffira de 
construire une série o(z) = È6,z" qui possède les propriétés suivantes : 


1° Le rayon de convergence est égal à 1; 9(:) n’a quele point 
singulier 1 sur le cercle de convergence; 

2° Je me donne une suite illimitée d’entiers quelconques m,, 
Ms, «++, My 3 je détache de cette süite une suite partielle illi- | 
mitée n,n,...n,... Vérifiant ; 


teh 
Np > pi set + 2, 


Les coefficients 6, dont le rang n vérifie des inégalités telles que 


Fr ae np(1—h)=n=n(1+ Ah) 


pour une valeur convenable de p peuvent seuls ne pas être nuls; les 


autres le sont; 
oe Les. ne dont le rang est compris entre n,(1— A) 
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et n,(1+h) ont pour argument un même nombre ©, attaché au 
nombre p; , peut être choisi arbitrairement ; 


4° V1B,,| a pour plus grande des limites l'unité. 


anti ur se : a x 
Je prends d’abord À = ;; je choisis la suite », vérifiant r,,, >2n, 


Je désigne par g, le plus grand entier contenu dans 5 n, et je prends’ 


Jeqq fe + BY, 
Do ) Si : ) CEO. 


1 


fonction considérée par M. Faber ('). 

On reconnait aisément que la série Le 17” converge uniformé- 
ment pour |¢|<1 et qu’elle a son cercle de convergence comme cou- 
pure. #,(z) est donc holomorphe dans le domaine | s(z + 1)| << 2 qui 
est une courbe fermée contenant le cercle |s|=1 et pe a a ce 
cercle au point 1; cela suffit à établir les propriétés 1°. 

J'étudié les limites de Ÿ]B,| et, pour cela, je considère le terme de 
rang a —q,+ 7, et je fais correspondre r, au nombre p de façon 


he : ee = : = 
que re ait une limite A qui sera comprise entre o et 1. 
12 
On a 


Sa rite TN 


(j'ai remplacé g, et 7, pargetr), V]B,] est comparable à 


ED 


Lb q qar Fim TES aT —J+r+ig—r) 
PER r(g= r) VU Een 
27 r"(q— ri | 


Si À est différent de o ou de 1, V]B,] a une limite unique 
quand n = q,+ r, et cette limite est 


ig 


w(À) = WEE GALLE EEE ds 
- aA RIA CE NE 


A 


(1) Loc. cit. 
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à ‘ NS LAB ARTE Cr nièté fo a Se axe 
Elle est égale à 1 pour A = 5: C'est la propriété 4°. La propriété 2 
résulte de ce que les termes non nuls ont un rang n qui vérifie 


nf 
2 ex bf 
—N—IiI<n=-n,. 
xP 70 


Je supprime les termes de rang g,, ce qui ne change pas les points 
ke . 4 : Cn a aa 
singuliers de #,(3) sur le cercle de convergence, car /[@,, |] tend 
vers —- Tous les termes restants vérifient 


4 


ea 
Ayla xz Np. 


D | = 


2 
3 
La propriété 3° est évidemment vérifiée. 
La fonction 99(3) amputée des termes ,,:# vérifie donc les condi- 
: , , I 
tions énoncées plus haut en prenant h25- 
| | ms 
Pour former ¢(=) dans le cas où h< 3; je supprimerai encore 
certains termes de ©,(z). Pour justifier cette méthode, je dois 
commencer par étudier de plus pres la limite « (A) qui vient d’être 
obtenue. 
I 
> 


(A) est unefonction continue. pour o<A<1; on a w(0)= > 


I 
w(1) = Va 
Pour que #(À) soit égal ou supérieur a 1, il faut 
Dar — ys 2. 
ry) 
: . = = : Sr A ree 
Or la fonction A*(1 — 2)'~ passe par un minimum absolu égal à = 
pour À — . et pour cette valeur seulement. Comme #(À) est une fonc- 
tion analytique dans l'intervalle considéré, il est certain que l'on a 
Rs mr Æ ; ate j Ne È 
une inégalité telle que (A) << k <1 si PA — ;| >b>o. Je supprime 


dans 9, (3) les termes dont le rang » vérifie une inégalité telle que 


ny(t—h) <nSnj(i +h) (r< 3): 
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- . ~ + 3 ie 


La quantité se est, pour ces termes supprimés comprise entre re 
Say 


Qi — h) np— Jp a bate (1+h) is Soe 
Ip aie 


et 


at est inférieur à à = ; dans. le ne 


limite À est comprise entre o et - 


i =) ee 

deuxième cas, À Teste supérieur à à ——— # qui est supérieur à à = ; ce eae, 54 
i ee 

‘Tl résulte de là que, ‘pour les ieee ‘supprimés, VIBT Bal. reste infé- SATA 

rieur à un nombre fixe inférieur à 1. La fonction qui résulte de 26) | RSR, 

ainsi amputée possède donc la propriété 1e LR est clair qu ‘elle possède. reo = eee 

les trois autres propriétés. = er Bes 3 

-L'existence de 9(z) étant ainsi établie, il est facile ie mr le. FE 


théorème des n° 15 et 16; par exemple, supposons que SG ) ait UNG Le oe 2 


‘infinité de coefficients nuls, la densité de ces coefficients nyls étant £ be en. 


ee re 


ce qui concerne seulement les coefficients dont le rang est compris entre e ae 
Mm, G — p etm, (1 +h) la suite m, étant formée d’entiers quelconques, a 


toutefois. vi a pour plus g sorte des limites” 1. Formons la fone- ; 
‘tion o(3)= 28,5" et considérons la fonction Sai Boats ses points sin- = A 
_ guliers du eile. de convergence sont des points singuliers de Site 

d'après le théorème sur la multiplication des singularités; a autre 


LE 


Tae 


: part, la densité dés coefficients An Be nuls est au moins À; f(2)1 ne peut 


5 donc pas être régulière sur un arc du cercle de rayon 1 dont M mesure oe = 


} 


soit supérieure ? a an ee &)e1 en parties du | rayon. de us % Le FEES TIRE 
Les théorèmes des n° 20, 21, 22, 24 peuvent être généralisés par re WT LES 
même POSE Prenons, par exemple, le théorème du n° 24, La fonc- ie er 
tion /(z) = : Za,3" a pour rayon de convergence I’ unité; nous admet- — EU 
tons encore qu’elle est régulière sur un are du cercle de convergence 
supérieur à une demi- circonférence. Soient, de autre part, QU 


La = 

entiers m,, af gis Muse Gwe ; TEE ete’ 
| Je suppose que le couicent iy, der rang pair soit de module borné | dr 
À AURA si | : 3 ad. à AA + 
dt KE, tes , my (1— h) < 2n ¥ re nek h) (o< Mir NS = Si FENTE 
Pas Mp) = =. Ne va ae SLR Ate d 3 METRE Cr a 

et que y|a,,,| ait pour plus grande des limites l’unite. Formons las 
SE c on ni 4 fé Le à Jes 


t 


ut thé, ee NS 


bb alt ee oo a oP oe hs 
v4 eX « 


7 


_ses coefficients de rang impair. On voit que 
_ précise l’ordre de. our ue ad, pour » impair; ainsi a, estde l ordre 


Pee eee 


Ve ee eee epee he Éd lat 1 me hg 
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fonction o(=) correspondant à ces données. La fonction Ya, B,z" a les 
mêmes points singuliers que / (2 sur le cercle de convergence, tous ses 
coefficients de rang pair ont leur module borné, il en est de même de 


An Bn | est borné, ce qui 


vm, au plus. 


Pour terminer je formule d’une manière imprécise la généralisation 
du théorème du n° 21. 


Si /(z) est holomorphe sur un are de convergence de rayon 1 supé- 


là 


rieur à 2T (: — a) Si certains termes 7, sont entourés de termes dont 


Mp | 


te patie est borné et dont la densité est supérieur à © 5: les termes | a 


ne peuvent avoir une croissance arbitraire; ils sont comparables 


BUS +E 
à nm, 


CHAPITRE IV 


20e acidic des fio phay qui n’ont que le point sin- 


gulier 1 sur le cercle de convergence, qui sont holomorphes dans un 


secteur Ta défini par : 


(Ts) BP < argument (2 — 1) < +8 [s—1|< a 


(3 et a vérifiant o << 5 < = 0 ars < 1) et qui sont de « ioe fini » 


dans ce secteur. Le degré fini, positif ou négatif, a été défini au n° 4: il 
existe deux nombres ae s met M tels que ie —1)"f(z)| soit orné 
dans Ty et que |(z—1)"/(z)| ne le soit pas. Je voudrais m'occuper, 
dans ce Chapitre, de ces fonctions et de leurs coefficients 4;. 

Il sera nécessaire de modifier quelque peu le problème ainsi posé : 


si f(z ) est de degré fini, /(z) + P(z) ne l’est pas toujours quand P(z) 
est un polynome ou une fonction holomorphe sur le cercle de rayon 1; 


il importe d’exclure des fonctions de cette sorte. Je ne m "occuperai que 
des fonctions qua MAPS fonctions de la glnase Ae et qui vérilient 


Bey xr 


tees Oe re, US ees 


. 


A es 
Pps 


eds LI 
AT 


question suivante : Sachant que f(z) est holomorphe pour |:| SA = cca 
qu'elle n'a que le point singulier 1 sur le cercle de rayon 1, sachant — 


fonction DES ee | Katies JO te a 


‘ £ pe) “je 

ot Pi S À FA ‘af 

RE RE 

FR 12 VE 

> ree : , Ly 

: . . ; ET 5 nd " 
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les conditions suivantes : elles n’ont que le point singulier 1 surle À 
cercle de convergence de rayon 1, elles sont Room R RS dans un | Re 


secteur Ty, |(z — 1" | f(s ye P(z)]| est borné, |(s — 1) “[/()+ CHE er 
ne lest pas, et cela quel que soit le polynome P(s ), met 3 étant ARE : a 
nombres réels constants, indépendants de P(z). OR a Se er 

Je traduis le théorème du n° 13 dans le cas où f(z) n’a que le point aS a 
singulier 1 en faisant usage de la cece g(u) holomorphe dans Sa ae 2 22 


~ 


we 


égale a G(s *) quand on fait C= 7 la fonction g(u) est. telle que | 


Ke 


+ 


Lg(u)le ” soit borné et que g g (s) soit erie ad,. Je vats danoner: ques = : =: 

pour que f(s =) soit de là classe A, il est nécessaire et suf fisan que g se ae 
| 

soit de degré fini Han un certain secteur S,. ee 

¢ | bes Le i 

Dike Pour parvenir. à ET re je dois d'abord étudier la Re: 


# 


oe 


= 
Aa 
Loi 


que:|(s—1) 2 f(z nels est borné dans Ts que Reel on pires de la 


“4.3 rz 


IS i= Es hi 


2 


bes : os. Fa an =" 9 cu " , ¢ S $ dt: : É x rs $f 
| oe >) np. s L'Est ws hopes ed 


* 


Je supposerai P RTE ce. qui sera a suffisant pour la suite; te suppo- 14288 


ss =, 


Mt 
re: 
i 
as 


_ serai» non entier, ce qui est toujours possible a i Je signe de. m ét? A oi 
celui de p peuvent être quelconqués. i do “a 
On sait que PC x est régulière aux mêmes points que f(s). ee oy as 


Premier cas: p= — i _Posons. o(s)=(5— "f(s JE lee yf est DE 
borné dans Ts, |(z — 1) ¢ (z)| l’est aussi CSA) Dr: cette e fonction ca ca 
Rosier INR Te Lo nae 
|=m (a 1) ft Si sila Le 
et l'on voit que |(z — Vey )| est borné: il en est de même ede ie eee: 
> nig . ae + Pee a 
Lz(s— 1) mi f"(s II ei of ie HN EEE rl 

y PS 


Deuxième cas : p entier négatif. — = (3 nt Ja (3) est Es module: ME re 
borné; en traitant /., (=) comme on Rent oe traiter AA AUX: on voit. eee 
ie) Tout ce qui suit peut être étendu au cas où LB est un nombre réel ancleonque. & % 

S38 ate date 

s am 4 . 

ari as ¢ 
. ‘ se 
Va mS 
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que (zs —1)-"** f_,(z) est de module borné. On peut continuer ainsi 


et |(s —1)-°"*”f_,(s) | est borné si p est entier négatif. 


» Troisième eas = p =1, me —1. — J'ai f, (3) jo dx. 


Soits=1 + te? et 3, — 1 — aeŸ avec o<t<aet|y| >= —8, de 


sorte que z est dans Tg. Ona 
\ 


ae )= fi a+ f Lee ed Lote ae eiŸ dt, 
Aumd Es | 
fils Pit et ee ane a en ant) < Ba, 


A et B sont deux constantes ites. 
AACE finite 1)" est borné, 7,(2, ) ne dépend pas 
de ¢,, mais de Ÿ et cette quantité est bornée si Y varie. On en conclut 
que |, (3)(z — LOUE | est borné dans Tg. 


Quatrième cas : p entier positif inférieur à — m. — En appliquant 
p fois le résultat Het on trouve que | /,(z)(z — D PE est 
borné. 


Cinquième cas : p=1, HS — 1 — des d’abord le cas 


HO (0) =0-JéeposeF(2)—= is foes: l'intégrale étant prise sur 


chemin rectiligne; elle existe, dans le cas actuel, même sio > m>1; 


elle diffère d’une constante C de f,(3). Soit s =1 + t,e'Ÿ un point de 


la région Tg. Ona 


1 + te’ 


F(z) =f ee? eiŸ dt, 
} ° 


ts : 
ae af 4 oe : J2—1 |" - (A constant). 

Il ste donc une constante C ie que Ran s)+C||z—1[-™" 
est borné dans Ta. | 

Soit en deuxième lieu a,> o. Je considère k(z) = f(z) —a,(t — 3)’, 


ré étant égal à zéro si o >m > —1 et égal à un entier supérieur am 


si m>o. On a h(o)=0 et os — 1)" est borné dans Tg. On 
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vient de voir que |/,(s) + lls —I pr! est Rare on peut done ¢ 
qu'il existe un polynome P(s if tel que fits) tH. ee —1 | mt € 
borné dans rie | RU ; He 
Sixième cas : p est un entier positif supérieur à xem — Ena . 
quant plusieurs fois les règles précédentes, on “obtient ce résultat 
que | f,(z) + P(s)||s —1 oe est uu 2G): étant un uses me 
<f convenablement choisi. | 


ie 2 7 3 es a ven 4 fe 


28. Je vais nt debate que, y y est de la classe 

en est de même de /, (2) et réciproquement. cA Sa 

Jesuppose f(z) dela classe A; ilexiste mtel quel fis) +P 2) apr ue 

est borné quel que soit le polynome P; on peut toujours supposer | É 
mA—1;8im<—1, ona déduit de là que|/(3)+P,(2)||5 at 

est borné, P,(s) étant un polynome déduit de P(s) par Ja transfor- 

_mation générale qui fait passer de f(s) à f,(z); P(:) ést done arbi- 

wise à traire. Si m a aie il existe un polynome Q déterminé, tel ee 


AG ) + Qs dei pa un 


1 an borné, done |/; (: Fe | est sta does lA G) 7 est borné | | 
et{f.(3)+ P(s)| l'est aussi quel que soit le polynome P. ~ a iets 
Il reste à démontrer l'existence d une constante M elle que or 


LA DR ne a) 


HAE) PG lesa + aes eae 


Yt ; . n , ’ rs u 


au "est jamais horn quel que soit P(s). si cette De n 'exi ti ait pas, pes. 
on pourrait trouver un polynome PA(s ) correspondant au nombre — ae ~~ 
LA Dee positif p. tel que MAC )+ Pi (s)||s — 1 Fr soit borné, et cela pour es. 
ER si grand que soit vu. En appliquant à f,+P, le résultat du ne Bis 

Ne EN 0 a cas), on verrait que |/(s)+ Q,(s)|]2—1 Pet serait borné, 
| : Q, étant un polynome convenablement choisi et, dans ¢ ces conditions, TASSE 
f(z) ne serait pas de la classe A. nn NT ie "es 

La réciproque se démontre d’une manière TO lise Be 

On déduit de ce qui précède que, pour que f(s) soit de la classe A, ca 


eae. il faut et il suffit « que OS AE et cela oi que re Entan rat à 
PRES ou négatif, | | a 


STE 4 : [a 
A at LS > es * 
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20. ai me reste t une proposition préliminaire à établir. Soit f(z ) qui. 
: ae que le point singulier 1 tant que |3|<r et qui est holomorphe 
dans un secteur Ty. le suppose que, dans Tg, | /(s)(s — 1} *| soit 
borné pour une valeur positive de À. Je dis que la fonction g(u) qui 
correspond à f(2) est de degré 2+1 au moins, dans un certain 
secteur S «(a <P) ace est- iedive ae FAC l est borné Le ce ; 
es =a one) , Rete eh 
7 ‘Tl existe un on C ob n° 0 13) sur See Font ae Rene 
Sie on peut déterminer. g(u) à l’aide de ce Len Sur le peenuer arc 


gs Fr 
te eel 


BORN Se PO Oe see nn HER cs AGAR 3 A 2a, REX 
— —_—— == fonction re (AS A A ops. CT ee : 


ao) TETE 
7 cost =, 


a 
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soit borné dans Sy si a’< a. J'ai établi (' ) que, prs ces s conditions, | de a 
la fonction F(z) = fx > 8 La QE z" est holomorphe dans le contour que — se 
j'ai appelé A; il résulte immédiatement de la démonstration donnée | te Fee 
que | F(z)| est borné dans ce domaine. — eng ie aa 

Je dis que F(z) est de la classe A dans le secteur T,, : il ne me reste Seg 0 


plus qu’une proposition à démontrer, à à savoir qu’on peut déterminer 
un nombre M tel que |F(z Pret ls —1f# n "est pas borné quel” SE 
que soit le polynome Pid): oe 

Je suppose, en effet, qu’à toute valeur positive de M, on baisse faire TER 
correspondre P(z) de telle façon que cette expression soit bornée. Le = 


+9 
Nee 
ost f 
we: 

he. oh “atte 


i th 


x! 
Ph 


iy 


ee 
LA +, 


pe 
if. 


LENCe Re 


lemme du n° 29 montre qu'il existe une fonction g(u) telle ques (2 = ie 
est le coefficient général du développement de F(z) + P(s)- en série 
entière. Or g.(w) ne diffère de u? g(w) que d'une fonction tenant vers 
zéro comme €“ à l'intérieur de S,’, et le même lemme montre 
que |g»(u)r "| est borné. = 


|g,(u)r™" | est donc aussi borné dans S wet cela pour si i grand que ie a 
soit le nombre positif M, ce qui ne pene se e produire pipe Btu) : Ê ee 
et g,(u) sont de degré fini. — SA a 
F oe est donc de la classe Aet ile en is tre même de zg(à) s'daprs TRES 


Pour établir la réciproque, nes cone Aan de la classe As elle pares 
est holomorphe à l'intérieur d'un contour C, et il existe m tel ay LT 
que |(z —1)-"f(z)| soit borné sur ce contour et à l’intérieur. Simest — ie i, 
positif, | /(s)| est borné sur C,; si m est négatif, l’une des quan- 
tités /,(z) est bornée : on n'a qu'à prendre p supérieur à FAT 
existe e P(s) tel que FAC +P(z s)||s — 1 aes est PoRbse = | 


LG) +P(G a = es ay eta nets 


est donc nor et ee 7 lest aussi. Le lemme du n° 21 donne une 
fonction g(u) correspondant à So) ene gue ee soit borné. tel 
fans Sd ete) Me, 712 | + TERRES 
Il nous reste à rase (u) ainsi chicas n’a pas un degré À 
de décroissance infini dans S,. S'il en était. joue pal eC], rt ts 


Fr 


me Journ, de Math. AUDE et t'appliquees, 8° série, t. IV, rene p- me aie . 


A: 


ve de ran 
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borné dans $,; pour À entier positif; le théorème rappelé plus haut 
montrerait que Ente (=) rie eS serait de module borné 
-dans Cy. Je pourrais dire (pour éviter les exposants entiers) 


que |(z — 1)! ? f:-(z)| est borné et J appliquerais le résultat du n° 27 
(6° cas) en Et did a — 2, Il existerait un polynome P(z) tel 


. que | f(s) + P(z SIE — 1 Fo * soit borné. Comme À peut être pris arbi- 
trairement grand, f(z) ne serait pas de la classe A. 
Le théorème énoncé est donc complètement démontré (').. 


31. Soit la fonction f(z) —Za,z" de la classe A; la fonction g(u) 
correspondante admet un degré bien défini sur l’axe réel : c'est le 
nombre q tel que |g(u)u1**| soit borné et que |g(u)u =] ne le soit 
pas, pour « arbitrairement petit. Je dis que q coincide avec le nombre h 
tel que |a,,n'*| est borné et que |a,n'**| ne l'est pas; ce nombre X est, 
comme on voit, en relation simple avec l’ordre de la série de Taylor 
sur son cercle de convergence, au sens de M. Hadamard (?). 

Il est clair, tout d’abord, que l’on a A2q. Je suppose pour un ins- 
tant que l’on ait À > q. Soit x réel et dans S,, soit » tel que 

| : À 
n+I 


IT. 


Japplique le lemme du n° 41 à la fonction g(u)u-1"* en choisissant ¢ 


inférieur à + 7. I] existe une constante A telle que 
à l fe 5 \ 7 6 4 I y 
x Rc ry 
(Rn Te 1)2-fay1 A oe a NES <a 5? 
. n +1 À 
À . 
le (ear | <(n Se Œn+1 | DE = <(n +1)9-* PRET = 
i A(n +1) 
[&(æ) x 1€ Le (n ates sh ies = Fee 


Bere eo eee ho 
e' est pris inférieur à — 7, C est constant. 


(1) Il est possible d’obtenir des relations trés précises entre les degrés de f(z) et 
_ ceux des fonctions g(u) sur les rayons qui partent respectivement des points I et o. 
Mt) HADamaRD, eter he de gna: se et appliquées, 4° série, t. VIII, ee 


p- 171. 
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à fi ~ 


On a ‘date ae Ne qe ee: | ; | 
Je vais maintenant établir que os _ ae nite est Lom Lt 
“petit que ap e. En Me le be S du n° Wi à, be 


i I STAR = egies 
=> =, a 2 4 À + ie | a 
avec x =, a = n+r ns a age AT 


7 4 à 


ae Oni (n + Dia — ann | n< borne. y 


| Je Dose 2: See ù TAN ES VE a 


Se ae ae aie OPEN MES | 
i. y. A — RE A 
+ J . nm = à d ‘ oh . 1 F ~ 


= Sta aS 3 ‘ og ‘ ie “a 
bea | 4n gs = = an Jars ve 


eu } 


La quantité 


+. 


re “ost tbornée et par suite | 
| a! Ont — — au ne [anes [ar en E cont | 


re est aussi, Or en est a Ir nt “|r Yr est aussi et Ja propositio 
néons: an aera re LE MES 


ets a... Gate eb 4, pee tel ane ele ee D 2 7 + poure ces s coefficients © 


2 


“tend Versatis k Fr res Serio 
On ie encore e dire e quel les fonctions à de la classe À sont des mph ions ae 


a par à - — - 5. Lt importance dec ces s fonctions REA, ue 
M: ARE De erm ei à NO ate Lae +) 


Les 


Si SC Das de la Basse: A, st a, est nul, il est ei 


que ce + € os se J ai, par pe: du bees du ee Ee 
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borné et cela quel que soit q positif. C'est là une application immédiate 


du théorème du n° 11; sig 1 cette propasition est plus précise que 
celle du n° 15. 


On peut généraliser d’une autre façon : supposons que les coeffi- 


cients a, ne soient pas nuls, mais qu'il existe un nombre u. tel 
que |a,, nt | soit borné, ce nombre u étant se ey au degré g 


de g(u) sur l’axe réel, Soit x compris entre — ~ et —— je choisis € tel 
Nyt 


ry 


TT — 


g(æ) fe ; Np +4 Np+t : 
DIE Nort Enp+a Ce: <A aa. Tete 
; Np-+-1 
sn 
d’où 2 
es =p ; 
&(z) B Mott 
æITE - none À = n ae 
x prt iE 


A et B étant des constantes positives. | : 
Je suppose encore que (” ane — 1) my, soit borné pour une valeur 
positive de À. J'ai & | 


~ g(x) 


yi fies 


Bee ke 
? 


APE << Baro ACT, 
P+1 


| p+I 
g(+) 


ad +E 


eae Bato + ACa-, 


_Je puis supposer € < ; ete<u.—q; on voit qu'il est impossible 
que le degré de g(u) sur l’axe réel soit égal à q. 
Je conclurai done en énongant une propriété des fonctions f(z) de la 


classe A. Je rappelle que q désigne le plus grand nombre tel que | a,n‘~ | 


soit borné. S'il existe une infinité de coefficients a,, a, ... tels 


que |a,, n} | soit borné, | étant supérieur à q, la distribution de ces coef fi- 


ah 


| cients ne peut étre quelconque : il est impossible que (® ei — Dre soit 


| borné pour une valeur positive de À. 


$$$ SSO 


ee Se oc SN 
PC M Oe aN Ms 


LES 


SYSTEMES CONJUGUES ET AUTOCONJUGUES 
| D'ESPÈCE ». | 


ET 


LEUR TRANSFORMATION DE LAPLACE 


Par M. Benramino SEGRE 


1. M. E. Bompiani, dans un remarquable Mémoire qui remonte 
à l’année 1922 ('), a introduit la très importante conception des 
doubles systèmes conjugués de courbes, d'espèce » quelconque. Pour 
¥=1 on a les ordinaires systèmes conjugués : mais, tandis qu'une 
surface de E,, dès que n dépasse 4, n’a pas en général aucun de ces 
derniers systèmes de courbes, elle contient toujours quelque système 
conjugué d’espèce » suffisamment grande; bien plus, pour n impair et 


_ égalà 2v +71, l’un des deux systèmes x' de courbes peut être donné 
arbitrairement, et alors en conséquence on peut déterminer, et. 


généralement de façon unique, un autre système æ' qui, avec le 
premier, constitue un double système conjugué d'espèce v. 7 
La théorie des ordinaires systèmes conjugués porte de la manière 


la plus naturelle à considérer les systèmes d’asymptotiques, qui se 


présentent ainsi comme les systèmes autoconjugués de première 
espèce. De même — a observé Bompiani — sur les surfaces de E, les 
lignes principales de C. Segre paraissent comme les systèmes auto- 
conjugués de deuxième espèce. 

Dans la première partie de ce travail, je considère les systèmes 
autoconjugués d'espèce » quelconque, dont je donne une définition 
directe. Après avoir donné quelques propriétés de ces systèmes et 
des doubles systèmes conjugués d'espèce y, j’étends à ces systèmes 


(2) E. Bouprant, Sistemi coniugati sulle superficie degli iperspazi (Rendic, 
Cire. Mat. di Palermo, 46, 1922, p. 91). | L 
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(pour les premiers exclu le cas y=1) l'ordinaire. et pe connue FFE 
transformation de Laplace des doubles peus me de ja es pea. 
première espèce ('). : = 
La traduction analytique de ces ‘vésulllate fournit un 1 procédé de 
transformation de certaines équations différentielles d'ordre quel- | 
conque v +122, procédé qui, pour v=1, se réduit à la classique RE. 
méthode de Laplace pour les équations différentielles du deuxième ~ a 
ordre. Ledit procédé est exposé dans la deuxième Partie. Avec tout | 
cela, la belle théorie de M. ARR se trouve complétée | dans ss 
auelgues points essentiels. 


PREMIERE PARTIE © 


I = Les jh autoconjugués d'espèce v. 


2. Considérons me un 1 hyperespace une surface = quelconque : les SS ae 4 
plans qui la touchent dans deux points infiniment voisins ontunpoint ee 
commun (présentent, comme dit S. Lie, la vereinigte Lage). Si done . 
nous prenons une courbe À générique de 2 , et sur elle un point P, les osc 
plans qui touchent = en P et dans | les y — 1 points de A consécutifs 
à P, appartiendront à un espace = dont la dimension ne surpasse ‘= 
pas 2v. Nous supposons aus la cies on n de e l'espace d’ apparte- do 3 
_nence de E soit Tab VAE oe RS 
(De 3 | ‘AZ AVÆT, Rae ET FREE ee 
/ et par conséquent la dimension de = Lis précisément 29. An ciao 2% 
On voit très aisément que |’ espace Ë contient toujours leE,oseulateur 

à la courbe 7 À dans le point P, sans en contenir toutefois en général NME. 
(1) cf. G. Dansoux, Lecons sur la théorie générale dés sur faces, ae édition von, “a, a rok 

o® partie, Livre IV, Chap. I et If, notamment lés n°* 329 et B38; - 3308 


C. Secñt, Su una classe di anparseels degli iperspasi legate colle equazioni 
lineari alle derivate parsiali di 2° ordine. (Atti R. Accad. delle Scienze di 
Torino, t. 42, 1907, p. 1047, n° 16, 17, 18). ; vs 

Quelques-unes des propositions JÉGIORÉES dans le présent Mémoire, : sont contenues 
dans la Note de l’auteur : Généralisation dé la transformation de PRES 
(Comptes rendus de l’Académie des jp t, 183, 1996, P+ Se 
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le E,,, osculateur. Et bien une courbe à de, telle que dans chacun de 
ses points P, 1 "espace & construit comme on a dit contient le relatif E,., 
osculateur, s'appellera une courbe autoconjuguée d'espèce » de >. 

Cette locution sera justifiée ensuite (n° 9). Cependant, dès à présent 
on voit bien qu anne courbe SROs de première espèce n’est 
autre chose qu’une asymptotique, tandis qu’une courbe autoconjuguée 

de deuxième espèce est simplement une ligne De Cu 


3. Pris dans le E, HE des coordonnées ton homo- 
gènes æ; (pours =o, 1, ..., 2), soient x = æ(u, 6) (?) les équations 
de x. Si À est une courbe de X, d’équation 6 = ¢ Qu), leE,,, osculateur 
à À dans un de ses points P(w, «) est l’espace qui joint les points 


dx aa aes 
(2) XV, ee | 279 ay? DE ? 
ALLO RE ATE du 


où, si pour abréger l’on pose 


ps ae = ROUTE od gait es oe c= se 
~ Ou dpt Ho Sree UC ee 
ona | LR 
dx ; 
Ae == PE pro 
71 
NL TE 
TA = D 4-99! a+ eat + pat, 
dx 30 me 12 42 13 0! : ane 08 i ; 
ae = 29+ 302 + 3p? xt? + 93 7% 4 3p" (al! + va?) + oa", 
ay we oa. : ce ots, 
(3) ; Ts = a+ ho! a+ Gp + foal) + ol ar 
+60" (x 4-29! ot? + 9/20) + 3 ola? +4 (at! +o! a) + pilot, 
PTE Es ARS er 
gr = e+ Se wl + 100% a" + 109% 2 + So elt pme 


se 109" (x! + Splat 36" e+ g!3 go0h) 4 15 ed @ ae pa) 
+ 100" (x7! + 29! at? + 9! 2003 + pla?) 4-5) (aol! +0 m0) + 9") 091, 


(1) Cf. C. Sucre, Le linee principali di una superficie di Ss e una proprieta 
caratteristica della super ficie di Veronese Sok ft. sue dei Lincet, 5° série, 
t. XXX;, p. 200, n° 3). : 

(2) Avec une convention qui s Pur on de soi-même, ici et FE la suite, les indices 

HE sont sous-entendus. 
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eae Sad a SRE an : RER NE: 
, 0. d dz d d'- Hi. RSI EPS ae eee ee 
(4) Dr 0e or ; Ou ae ot ae NE SRE 
RASE Lo Orde... AC EN Soar ee 
Mn ‘is ms gag aia : de , de ‘du’ k a de du = ax > 
OTE DRASS ET EN EN seem Te à PRES is ses: 
$ ; et oe ; 4 dm x “ 0 dm x Par , 0 dt È = pe $: ih ote ; : 
My du” Le 7 Ou dun : 0 dus : Pet they 


oe ce qui montre que les points (4) de la première Hs qui sui nt le 
yok ee ous linéairement ce restants, et du re Best . 


ant one ce a ur Ne on eee que si nous pice: que oe soit 
_une courbe de X autoconjuguée d'espèce v, il faut ¢ et il suffit ae re 
ones VE = (u), soit nulle la matrice suivante : ete 


PL A et ye A 
rr aoe er hoes Mage Nits Pau da decane 4 ‘de ant LR ET TOO 
Si Sieh Se aerate AU ica FU TRQ UE ee i dd die. dx PEUR 

ROME LS mae ” Ne RUE O°” Oe du? | Oe CPS aa AS a ae 


ey matrice (5) ant lignes et. 2+2 ho efise rednita 

ef un Rea pour n—26+1. La précédente condition est Fu 

à équivalente : àn—2y équations différentielles aux dérivées ordin ar. 26; 
pour la même fonction inconnue v—=e(u); elle ne. pourra | être 

| ee si n>2v+1, tant que la surface = donnée est générique. ) 
Cait Lee _Bornons-nous une pour le: moment . au cas où a= = 29 Zari i Dans ce 
| cas, la surface Y 
_ conjuguées d’ espèce y, € ue 168 aie ieee de l'équation | 
différentielle qu ’on obtient en annulant le FAR G)- | 


a 


ratty: Avec cette éerivure, EN ne p eprésenter je matrice ae ‘les diverses lignes ~ À 
rs ‘obtiennent en substituant, dans chacun des termes (5), à € les diverses coordon- 
_néesæ(u,v)(pouri=0o, 1,.., 2) du point P de £. En outre, on Le LA Fe que 
par hypothèse ns Ja a (2). | ; De | 


| eppietent 
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Pour déterminer l'ordre de cette équation, remarquons d’abord 


que, pour m25, ona 


ane Ox pues x :\ 22 
(6) = pe = + MEN Hi ge if yi) af es 
‘ dul de Ov du 2 dv du? 


les termes non écrits contenant seulement des dérivées de la ¢(w) 


d'ordre inférieur à #— 2. En effet, pour la dernière des équations (3), 
la (6) est vérifiée pour »#—5, et alors on la démontre aisément 
pour m>5 quelconque, en appliquant la méthode d'induction 
complète. Si l'on se borne aux deux premiers termes, la (6) est valable 
aussi pour m—3 et m=4, comme il est évident d’après les (3). En 
supposant y? 4 on a donc, pour ce qui précède, 


V1 4 } \ ; 2 à 
cooky oF et Ar)" Ce ee pre ee 


dw dv du 2 Ov du? D 
d dz 0 
Fe Los = 0 ol DEvæti+ (u—i)p ao? lt... 
77 - 
han EE VIE , 
dv du = pro, ay 
LR NES ae S dx | 
we oy eae 


ou du)? de 


en n’écrivant que les termes qui contiennent fe dérivées de la e(u) 
d’ordre plus grand ou égal àv—1. 

Dans le développement du déterminant (5), ces dernières dérivées 
peuvent seulement provenir des termes (7); on voit alors aisément 
que, à réductions faites, paraît seulement la dérivée d’ ordre » y—1, et 
au premier degré. 

HAN SE Eee 4 équation considérée, it les (3), (5), s'écrit 


Res xi pit ; 20 + a+ pra] 0, 


m elle est I’ équation différentielle des does de la surface Ÿ 


de E;. 
. Pour y — =2,N=9, ladite équation devient 


ee wo aos a+ of x Peete a? 2% 4 Bylo + 302 ale via |— 0, 


et elle est re équation différentielle des lignes AEM de la 


surface À de E,. | 
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De même pour v=3,n=7, elle devient 


| an, a’, 2, v2 + p! a, gli gy! æ!?, PTE US of el, 
12 22 _ 19 A HE OR 
æ1+92p! dt yp! pl an, gh 4. 4 0! æ+6e"x*? +he x B+oix + 
- athe CS ; tae Se a=, 


et il ci est pour la ¢(w) une équation différentielle du deuxième | ES ; 
ordre, quadratique dans la ¢". | on ras 
Nous avons donc en conclusion : i LORS re a 


Une surface D générique de E, n'a pas ae courbes autoconjuguées 
a espèce DEL as 2V4+ 1, tandis qe ‘elle enaun nombre FAR st Re 2 Vote Ts i 


en sont les slips ae ale onena Rae cinq 4 system c K 
Les courbes ML Re à de troisième Pr ake sur une ares de Ey fe bs 


en Dee une e droite rte a M CE ota CE , 
+ Enji in une surface générique de Es avec v2 24, a a! courbes « au 
conjuguées d’ ‘espèce v, dont on en a Fos et une “seule quis contient un : 
SOREN générique fi we a v — 7a) (t >. NÉE 


as 


aun Nous appellerons prea autoconjugué d’ espèce » ‘un quelconque 
système a! de courbes autoconjuguées d'espèce v d' une pert fe 
En conservant les notations du n° 3, Si sur Zona vun système @) 
autoconjugué d’espéce v, nous pouvons prendre les courbes “de ce — : 
système comme courbes y= const. Dans ce cas les formule C2) & se. 
oo en se e réduisant manifestement : ARE, 


is m +5 » * “y 
pane == emo, “th 
du’ rah 


a = ED PP TR FES ee? 
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La (8) exige que les x; doivent satisfaire à une même équation du 
type suivant : 


Ÿ +1 v—i 


(9) | dr 


LE) i=0 


et inversement. Donc : 


Afin qu'un système æ' de courbes constitue sur une surface & un 
système autoconjugué d'espèce vy, il est nécessaire et suf fisant que si l'on 
prend ces courbes comme lignes ¢ = const., les coordonnées projectives et 
homogènes x;(u, v) des points de Ÿ satisfassent à une méme équation 


différentielle linéaire d'ordre vy + 1 du type (9). 


6. Ayant une courbe À sur une surface X, considérons pour chaque 
point P de À, l’espace Æ* qui contient les plans qui touchent Ê en P et 
(supposé 22) dans fi ¥— 2 points consécutifs à P sur A. Pour ce 
que l’on a dit au n° 2, 5* aura en général la dimension 2v — 2, et sera 
joint à E, osculateur à À en P par un espace Q* de dimension 2v=1. 

Construisons de même l’espace Q qui joint le E,,, osculateur à À 
en P avec l’espace & déjà considéré au n° 2. 

On voit très facilement que deux consécutifs des espaces Q* sont 
dans un même espace Q, et alors, en se rappelant la définition 
donnée au n° 2, on voit aisément que: 


Si fone une eburbe À dune surface x, construisons pour chacun de 
ses points P les espaces Q* et Q qui joignent ordonnément le E, et le E,., 
osculateurs à À en P; avec les plans qui touchent X en P et respectivement 
dans les » — 2 et les y — 1 points consécutifs à P sur À (avec 22). Ona 
alors les deux conditions suivantes — équivalentes entre elles — dont 


chacune est à la fois nécessaire et suffisante ake que la courbe À de X 


soit autoconjuguée d'espèce vi 
a. Les æ' espaces Q*, relatifs aux divers points P de À sont les Bay 
osculateurs d'une même courbe que nous appellerons À; 3 . 
b. Les w' espaces Q, relatifs auæ divers points P de À, ont seulement — 
la dimension 2, ad ont les E,, osculateurs de la méme courbe À. 
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; compose de deux familles x! ie Fe 9". et ot iene sur une ne F4 
mane es x, heey que si nous {considérons | nus ce : de x 


te RENE a une es en commun avec i ene ni z= ae SP: 
cette droite est précisément | la droite tangente en P à la courbes 7 de 
_ la deuxième famille qui contient ce point (! Se MEN TONER 


En se basant sur cette définition, on démontre très a 
deux propriétés suivantes, dont chacune est à la fois. n ( 


“+ 


a suffisante pour que le système soit conjugué. = - 


+ 
< 


a. Les E, osculateurs aux cour bes de la première forille Fs les poin f 
d'une méme courbe 9” de la deuxième, touchent une même courbe, que 
_ nous gles une ue PES aur en ens eit 5 ARE 


bd 


ae _ premier i one de fe développabitie at de fest-d-dire le + Goa ‘ 
de ladite su rface sont dans les K, CHERE d'une méme courbe, que ae 
“nous appellerons ?- Seat CER Se eae See der ns MORE) 


SH 


\ = 


8. Supposons qu’on ait sur une annie >» fe E, un ot système | 
conjugué d'espèce v de courbes (9’, 9”). Pris dans E, des coordonnées — 
raie ane en soient C= æ(u, oe les s équations, ded. 


die On: doit bien remarquer que i de thesités ae systéme (que j je das oe =. 
les adjectifs première et deuxième) n'ont pas pour V2 des Thies REA i 
lef. Mémoire cité dans la note (1), § 3]. ° 2 , : a ieee 
(2) Cette propriété peut être PRES avec des simples AR synthé= oes ALT 
tiques : analytiquement elle découle des développements du numéro. suivant (voir la ae 
note de la page 161). : ù € 
(*) Pour la signification de cette fotution et les propriétés: qui sy rapportent, voir 
E. BoMPIANt, Alcune propriétà protettivo-differensiali dei sistemi di rette. nest À 
iperspazi (Rendic. Cire. Mat. di Palermo, t. 37, 1914, p. 305). 


La propriété b. se trouve déjà dans le travail cité dans la une » du paragraphe 4. 
oa " 


~ ae AT 
> : D: 


wre nee 


eR Ge Ne eee 
a} Ht 
‘ À Po à 


vr =) TE CT 
a ea Daly gs 


ona 


wo ne 


ree a TR eee) ee 


ee. 
3 


PE PR OP EE te Re 
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Nous pouvons toujours supposer qu’on ait les COURS o de la 
première famille pour lignes » = const. 
Considérons deux points infiniment voisins de © 


ao a" œ(u + du, v + dv); 


s’ils sont sur une même courbe 9” de la deuxième famille, on a, pour 
la proposition (a) du n° 7, que les E, osculateurs dans ces points aux 
courbes 9’ qui les contiennent doivent avoir un point commun. Cela 
s’ exprime avec l’équation 


L 


| 200 a Sa a V0 py*00 | æ*19 ve æ*v—1,0 aro ees + 
Or, en négligeant les infiniment petits d’ordre supérieur au premier, 


D 00— 900 10 du + wy! de,- 


x "10 — 10 a du + wii dy, 
Be V9 ag NA) a ride, 
et par conséquent la précédente condition s’écrit 
PEG aco ree a igh alt a Bi ae dir Ys dol =o. 


Si nous prenons les courbes 9” de la deuxième famille comme 


_ courbes u — const., la (10) doit étre satisfaite en y faisant du =o, 
_c’est-à- ire qu’on doit avoir 


ae gO Bvt ST ae ear gees a |=o (1). 


D'i ici, on conclut : 


Afi in que A famulles +! de courbes o' et 2", tracées sur une même 
surface Ë, forment un double système den d'espèce 0 (9', 9"), ul est 
nécessaire et suf fisant que, si l’on prend les o' comme cour bes ¢ = const., 
et les 9” comme courbes u=const., les coor données projectives homogènes 


des points ee x RAT a une méme non différentielle lenéaire 


@) On- peut très aisément s'assurer qu'on parvient à cette même équation, en 
partant de la définition de Bompiani des doubles systèmes agmingues d’espéce v. 


Ann. Ee. Norm., Ni XLIV, — Juin 1927. ie ee! 27 
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d'ordre y + 1, du type suivant : 


Le i=0k=0 : + Fe 2 D > + ES a 

< ; 7 . * S 74.3: £ 7 3 g . a 

* > \ SS | ea 

9, Si n=2v+1, la première famille de ONES gl peut étre noe 


donnée arbitrairement sur Ë, et l’on peut toujours en conséquence — ES Le 
déterminer la deuxième famille +”, et généralement de façon unique. — + C4 
Cela résulte très bien de la (10) qui, dans ce cas-là, se réduit à une & 
équation unique, qui est Préosérent l'équation différentielle des ; 
SCOUrbes DA Oe | L LISE ire x Fe 
La famille o” ainsi déterminée peut néanmoins coincider avec la 46 
famille donnée 9’, si ladite équation différentielle se réduit 2 adv=o: oes oe 
cela arrive cer si l'équation (8) est vérifiée, donc si cette famille LCR 
constitue sur Dun système autoconjugué d’e espèce ve à | Re Ke 
On voit par conséquent que les systèmes autoconjugués d'espèce y 
peuvent être considérés comme des systèmes doubles CORRE d'e ie ÊT | 
_ dont les deux popes: de Rom be sont confondues. PF ate a 


Pm is 


Il. — La transformation a palate des doubles systèmes conjugués | 
DE UN het de LÉ ble cs has 
10. Reprenons les notations et les considérations développées 
‘au n° 7. En partant d’un pieteme conjugué donné (9, p "), nous — 
oh aurons deux autres familles co! de courbes 9, et eu qui, a leur tour, 
constitueront en général deux nouvelles surfaces X, et 2, 
| Ces surfaces %, et Z_, seront respectivement aici la premiere et la . 
_ deuxième trans A de pe fe espèce v de la Rte donnée x. 


A ‘Nous avons une torrespondance biuniroque entre les date’ sur- 
_ faces X et Z,, en disant homologues deux points P de et P, de,, ; 
~ lorsque le B, qui oscule en P la courbe +’ qui y Sa touche e en he in 

courbe + qui contient ce point. © a on 


Appelons + les courbes de &, homologues die cette correspon- | o C3 
dance des courbes 9’ de 3. On a évidemment que les tangentes aux — a : ee 
courbes p; dans les points d'une même courbe LA sont dans les E KR: + FEES 


fée 


it 
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osculateurs de la courbe homologue +’. Pour la proposition b. du n° 7, 
on en déduit que : 


1° pu la ater ce x, les cour rbes (9 2 p 71) ee. un double système 


et les 9" calc de la mitre: 
2° La surface X est la deuxième trans f ormation de Laplace d'espèce y 


de la Z,. 


{ 


12. Nous avons de méme une correspondance biunivoque entre les 
deux surfaces Z et Z ,, en disant homologues deux points P de > 
et P_, de &_,, lorsque la droite qui touche en P la courbe 9” qui y 
passe est dans le E, qui oscule en P_, la courbe ©’, qui contient ce 


point. 


Appelons 9_, les courbes de X_, homologues dans cette correspon- 
dance des courbes o” de X. On a évidemment que les E, osculateurs 
aux courbes o, dans les points d’une même courbe ©”, sont tangents 
à la courbe homologue +”. Pour la proposition a du n°7, on en déduit 
que : 


1° Sur la surface X_, les courbes (¢_,, 9_,) forment un double système 
conjugué d'espèce +, dont les +’, sont les courbes de la première famille, 
et les 9’, celles de la deuxième; 

2° La surface X est la première trans formée de Laplace d'espèce » de 
© a Rr 


13, Les deux sortes de transformations d’espéce v que nous ayons 
considérées dans les numéros précédents changent un système con- 
jugué d'espèce v encore en un système conjugué d’espèce v. Les deux 
transformations pour » >1 sont de nature essentiellement différente. 
Cependant, dans tous les cas, on a pour ce qui précéde que : 


Si l'on applique successivement à un système conjugué les deux trans- 
formations de Laplace (dans l'une ou bien dans l’autre des deux 
façons possibles) on tombe toujours de nouveau sur le système conjugué 
initial. 

Un système conjugue d'espèce y Me en général une chaîne, 


de dimension 2y,.ce qui exige qu ‘ils aient un point commun P'.. 
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formés ‘de Laplace dan 0 ‘à a Bots, Sen A 


< PS > 


IV. - La transformation de jap dae systèmes autoconjugués 
Rod : Te ies + ee oe 


14. Soit donné, sur une surface > x, un système autoconjugué « de. 
courbes A, d'espèce VD. Prenons sur & deux points infinime nt. 


voisins quelconques P et P’, qui soient seulement tels que les cou es nA He ne x 
et X dudit système qui les contiennent soient distinctes. Fe 
an contient ie eae de touchent a en P ef dene) les eer con 


nos à P': done iL dont id E, Fay PS. 4 1 aus à eqn ae 
point. On a par conséquent que. le E,., osculateur à À dans le point Pi = en 
et le E,_, osculateur à À dans le point P’, sont dans un même espace = 


4 Er CT ph 
«RE 


Considérons sur un autre système quelconque de courbes oe es 
nous prenons sur 2 un point quelconque P’, soit P le poalshoseaiy 
à P’ sur la courbe Ÿ qui contient ce point : comme on vient de le voir. 
jonaen correspondance un certain point P;. Lorsque P’ décrit Ja < sure Ê 
face X le point P' décrira en général une autre surface X,. Soient À 
et yy les courbes de, qui cn aux courbes a et A de ze 


fy + En + de 


; i, eas: nous proposons d'é tudier la AN deine au | 
numéro précédent entre les points P et P, dex et 172 On a par cons- : . 
truction que : RE eit Noe man) à RE ee CE Bt gal Ba 


SE-B P, sont ee points homologues de je > r espace Bi, dou a 
teur € en 1 à la courbe À Ah pate par ce point sontient le point Pa it te 


a re Fe 
pes Sree 

“ene P se meut sur une courbe A, le So P, décrit. ji Gide: Ab LE 
homologue à, done le E,,, oseulateur à À dans le point P contient le. SE 


__ (1) Bien entendu que tout cela est valable seulement en rot Les cas PR 
tion qui peuvent se présenter (et qui pourraient être étudiés en suivant cette : voie) i 
seront. examinés avec l'instrument analytique dans la deuxième Partie de a e Mémoire. ESS D: 
> DCR EE RS 


= a 


¥ 
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plan osculateur à A, en P,, et par conséquent, en particulier, touche 
en P, la courbe À,. Mais, pour ce qui précède, ledit E,., touche aussi 
en P, la courbe Ÿ, qui y passe, puisqu'il en contient le point consé- 
eutif P'; donc : 


St P, P, sont deux points homologues de X, %,, l’espace E,,, oscula- 
teur en P à la courbe À qui passe par ce point touche en P, la surface Ÿ,, 


16. Ce qui précède montre que la surface ¥,, et même la corres- 


pondance définie naguère entre Z et X,, ne dépendent nullement du 


système % choisi sur Ë, mais seulement du système .autoconjugué 


considéré. En effet, soit P un point quelconque de X. Prenons n’im- 
porte comment un point P* ‘de &, infiniment voisin de Ps soient À 
et À” les courbes dudit système (que nous supposons distinctes) qui 
contiennent ces points. Si P, et P' sont les points de X, (infiniment 
voisins) qui correspondent à P et P*, on a que le plan tangent à &, 
en P\ passe par P, : donc pour les propositions du numéro précédent, 
P, est le point commun à l'E, osculateur à À en P, et à l'E,., 
osculateur à À* en P*. Pour le n° 14 cela démontre l’assertion faite. 

17. Pour ce qui précède et pour les propositions du n°6, en partant 
du système autoconjugué de courbes A donné sur X, nous avons deux 
autres familles æ' de courbes, À, et À ;, qui | en général constitueront 
deux nouvelles surfaces x, eue 


. Ces surfaces X, et =, seront respectivement appelées la premiere et fe 


deuxième trans formée de Laplace d'espèce y, de la sur face donnée x. 


_ 18. Pour les propositions du n° 15, nous avons que, P et P, étant 
deux points homologues quelconques de = et Z,, l’espace E,, oscula- 
teur en P à la courbe À qui passe par ce point contient le K,,, oscula- - 


teur. en P, à la courbe homologue À,, et en outre les plans qui 
touchent 3, en P, et dans les y — 1 points qui suivent P, sur A,. Pour 
la proposition b du n°6, on en déduit que : 


1° Sur la surface X, les courbes i, forment elles aussi un système auto- 
conjugué d espèce : v5: | 
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D. 2° La surface & est la deuxième trans formée de Laplace d espèce 7 
aa de la X, | | + aa es ae rer 

“Wel y yer f ; By shee 

= a -. 
11 Nous © avons aussi une correspondance biunivoque entre D 
a à et _,, deux points P de £ et P_, de Z, étant homologues, lorsque — 


“le Rie osculateur en P_, ala courbe A_, qui passe par ce point contient — 

le E,,, osculateur en P à la courbe À correspondante, et en plus les 
plans qui touchent = en P et dans les v—1 points qui suivent PE 
sur À. Il s’ensuit de la que le E,_, osculateur de la courbe rae en Pa 
contient P, et de plus que le E,,, osculateur a cette courbe en Pas a 
touche la surface X en P. Si donc on considère sur Z_, un point géné- 
rique P° infiniment voisin de P_,, et la courbe 2", qui passe par ce 

_ point, i ‘voit comme au n° 46 que le E, , oseulatenr i a A_, en PL, et 
le Ey 41 osculateur à a À, enP'ont See e point F P commun. Cela démontre — 
que : Fr | CL 


: = 
1° Sur la surface X_, les courbes A + forment elles aussi, un système 
autoconjugué d'espèce v; ui RE 

2° La surface Z est la première trans formée de Espiner d espe Ÿ de 
la 2. . ; r 


RS 
+ 


:20..A ce | point on voit qu'on peut péter Pour les systèmes auto 
conjugués de courbes, tout ce CARS on à dit au n°13 pan. les doubles 
systèmes conjugués. a he 
- Remarquons de plus que pour te cas Pes a Va, iat deux ine at? 
| aire formations précédentes ne conduiraient pas a des nouveaux systèmes 
PRE CNE UOC OM OTS Ji aes fr eae 


“ ‘ 
— 


DEUXIÈME PARTIE 0. eee 


eye — Généralités sur les équations e d'espèce _ 2 2e AS 


21. En nous basant sur les théorémes des ne Set 5, nous Peele 


(1) Cela n'arrive pas en général near y Si: On dei Fewer que, pour VE 2, ae 
_ tire en particulier, des développements précédents, une très remarquable transforma~ 


tion age surfaces de E;, en relation à leurs lignes staal Jeter 
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dire qu’une équation différentielle d'ordre » +1, du type (11) ou bien 
du type (9), représente respectivement un système double conjugué 
ou bien un système autoconjugué d’espèce v. 

Pour abréger, nous appellerons équation £ d'espèce v une telle équa- 
tion; et nous dirons la (11) du type hyperbolique, et la (9) du type 
parabolique. 

Les considérations géométriques développées dans la première 
Partie de ce travail, vont nous conduire à une très remarquable trans- 
formation des équations £ d'espèce y (!). 


22. Si dans les équations (11) ou bien (9) manque le terme avec la 
dérivée d’ordre le plus élevé vy +1, l’une et l’autre se réduisent à à une 
équation du type suivant : 


Y—4 


Ayy 2" + > Enner=e 


J=0 KO 


Dans cette équation, nous pouvons supposer que te el Aycr, TE e soient 
pas nuls à la fois, car dans ce cas elle se réduirait à une équation du 
même type, mais dans laquelle, au lieu de »,onav—r. 

Si un seul des coefficients A,,, A,,, est nul, l’équation donnée 
serait une équation © d'espèce v—r1. Et bien, s’il est A, <o 
et A, _,,540, on peut encore reconduire l'équation donnée à une 
équation £ d'espèce v — 1. Il suffit, en effet, de prendre des nouvelles 
: variables : 


: 


u—=u(u, +), 


ev, 


en à indiquant avec u une solution (non constante) de l'équation diffé- 
rentielle 


(1) Pour y =1, ces équations sont les ordinairés équations de Laplace, et ladite 
transformation n’est autre chose que la bien connue Méthode de Laplace. Une équa- 
tion £ du type parabolique a toutes ses caractéristiques confondues dans les = const. 
4 Une équation £ d'espèce v du type hy perbolique a comme caractéristiques les 
9 = const. poets v so et les u = const, comptées une seule fois. 


d indie le ile élevé V+1, on fn toujours 
dune Me Ld’ LTRS Ace te ay. 


a” 
> 
a 


bre d espèce ee si au lied de ae re il 
.æœ étant: une arbitraire foneti n ae u vet de oe FRS a 
ent; 


| pose ‘ ean 
Ga) AE RUE 


il 3 ‘ensuit SA ra 


— A #, x * PR 


it = =o io ies des termes a | premier degré ( ans les a!’ 


ats 
à “à 


uw) | CAE 
a al =a “+ des termes du pre mier de, 


pe même sil’ on à une équat n . 
line, si lon chan ge les. var ables e en po: | 


eu 


su Me à même genre. + A o e 
les Lx on a à ae 


ae * 
F 
a 


+ des term es du / premier à 


LE 
a2 L £ 


‘ , 


3 
4 
e 
ù 


Sea 


Saya ee 


a 


in fe ee 
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qui se prolonge de la manière suivante : 
HS RR = 
zee (2) æi0 + des termes du premier degré dans les x*® 
u : 


(2) are er ats, + des termes du premier degré dans Tes (<2). 
p 


æit0 mi, 0 et xl 


Deux équations © de même genre, qu'on peut obtenir l’une de l’autre 
avec une des transformations (12), (14) ow (16), seront dites équiva- 
lentes entre elles ee 


II. — La premiére D ue de Laplace des équations £ 
‘d'espèce vet du type byner pote 


24. Soit donnée une équation fr d'espèce y et du type hyperbolique 


(18) = 3 toss DB aero 


> 1— 000 4 


nous supposerons — comme il est permis d’après le n° 22 - qu’on ait 


(19) Ht i Ages, 


et, pour abréger: nous Re l'équation (18) par la lettre (E). 


Tachons de déterminer tee quantités 


go: D100; CAC 00» 


_ qui ne soient pas toutes nulles, et telles que si l’on pose 


De rie Tay Deer 


~h=0 


(2) Tek se poserait la question de savoir s’il est possible de caractériser les équa- 
tions £ équivalentes entre elles, avec un nombre suffisant d’invariants différentiels. 
Nous n’aborderons pas ce sujet-là, Lo dans la suite nous aurons occasion de con- 
sidérer des tels invariants. 
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de x la valeur fournie pale (18), on obtient RO 


lesquelles les Dros bo, soient déterminées d’après les (24), (23). Ce ht 


| suite que la x est une soluten de : équation (E). EAU ce 


: ( 26 ) ver = Dino 


. 
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on ait en conséquence de la (18), © 'est- a-dire chaque ee que “i > est une | * 
- ae Be 
solution de I’ ae (E), Big ee oe ae 
(ai) | = Thu dt Es ve RTS 2 | 
: + -“A=0 js nis 


où les b,,, sont des tea onenablé de u et 0. aes A eae, 
En éliminant la y entre les (20), (21), et en mettant à à le place Poca 
+ TA rj a 


a, vou : Se 
D (Bxo1 — oft, a by, da) —Y (Proo— ba ay) = 0, ue ee 
ni Ro 
DES TE cf 1=0 Bs £ 
et pour cela on doit avoir ta 
or ~ ws 3 - “EE 
(22) B00— DA OA " (pot so LS VT RQ 
(23) Bo — bin + Broo Aro= 0 (pour A= 0) Docs ru à AS 2S ace ae 
Les (32), ¢ en tenant présente | la (19), fournissent | ae A AS CN pay eee Se 
TA ere De | (pour A= 0, 7 eas LS Se ie oi CE ee > ee as 
a étant un facteur arbitraire et non nul de proportionnalité. Done, ¢ 
ey po ERA Lee % ee ce es bs 
(25) LS 7= Se, sins az art ne RE 
’ , a Sah J ;. = - à a an sh A 
LA ren deo LT TERRES 
TRES 


si z vérifie la (E), on a 7 relation (ar), où les b,, sont données par SAS 
FAT 
Ve 


les (23) en tenant compte des (24). aie yee 
Supposons inversement que soient valables les ey @1), da CNE 


de 
les æ sont telles que Fat? et si l'ona y! = =, on voit tout ie rats 


= : roa Ra 
ï vie 


25. En dérivant 1,2, ..,, v—1 fois par rapport au les égal ités (2 ) se 
et a nous obtenons ; 


NET 


a) 3 


i Od 
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dans lesquelles les coefficients b,;, se calculent de proche en proche, 
en partant des b,,,, avec les formules suivantes : 


(27) Ris D)=1,,5-1,4 + LES 


où pour Ao on doit prendre b_,, ,,=0, et pour À =v+ 7 on 
doit prendre b,,;; ,,=— 0, et donc on a 


(28) Dos, = Ove ja jaye 


Pour plus de symétrie, nous écrirons les formules (20), (21) et (26) 
sous la forme suivante : 


2v—1 


< 0,1; ..., V—] 
(29) vita, by jpx (pour , er 1e 


Leo 
où l’on doit prendre 


(30) Dir 0 pour A>v+/. 


26. Dans ce numéro, nous nous bornerons à considérer les équa- 
Hons (20) 0 (20) pour 7 =O; 7, ...; 14, (USv—1), #0, 1, les 
coefficients 5, ,, ayant été déterminés comme on l’a dit plus haut. 
Supposons que les æ° soient des fonctions quelconques, et que les y/* 


soient telles que 


Si ces quantités vérifient lesdites équations, on a 
V+. 
13 kee > OPEN 
A=0 paws 
be (pOuey aed 59, ei LE) 
phe > by, 71,42 
A=0 


et par suite, puisque y” = LP, on en déduit en tenant compte 


des (27) : 


V+ PEER 


d 
Sy) On,5-1,6 Fy a Y CEVENTLAETS 


S40 eo 
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c’est-à-dire LT eee RE alee 
v+uU—4 a : Ter i a a TEE LÉ re 

= ; JET LE TES nea Weekes peas 

(31) Das safe a) =o ove (pour, =P ENT De ce 
A=0 « = à Le LE : $ ‘ Moneta Le < K- re “ 

| 7 She Se 
27. Les (29) sont 2y équations linéaires non Tour dans — ; 


les 2v quantités a (pour 10s ES ae (9s Nous avons — ; 
deux cas essentiellement divers, suivant que le déterminant des coef- hee 
ficients : ES £ EAU tee ae ee oy res MR oi = een 
Bove D400 ae tee bes i A OT CSS 
Boo Dion Dr hr » bas de: Pe. 
bus 5. Ouse Die > ce. bave oe 3 on. 
(32) | B= | bou bn bo x a Devan ie SAS it 
see Sipe Dene act RE fx ce A POP DRE TES Te 
À bov=t.0 Bivt0 Ds vo bey—ty-1,0 ‘ > is a , ‘Si ae ae 
os TRS : | Bo,v-4, 1 ba, Nose : bs, v4, 1 Oy—ty—4,1 | | bag 


est différent ds zéro ou bien a nul. 


_Suppesons: d’abord BHo. rae ‘Dans : 
pyetemes(39); et l'on obtient HR EE Fer ENS 


PRE oy Don” CE CRE ED 
SEP roan: ner A = eu Bae le Ch Pas ae eh CS 
oe PA = ee 0 a vais: > or) a x" ‘ = he he 


(34) ite” SRE i Fer Gi= e < : B=2 dE a 


: 


ad 


en indiquant av avec Be le complément alébrique de bn dans le det r- 
minant (32). | oe thie PT PET 
Considérons i matrice bohstitnée par les 2V— 2 premières Neues 
727" de'ce déterminant : : à cause de l'hypothèse faite, elle aera différents AR 
Den 2 dé nero or, les éléments de sa dernière colonne [pour les (30)] sont : 
_ tous nuls, et par suite un au moins de ses mineurs d’ ‘ordre 2v — 2 quine 
contiennent pas cette colonne sera différent de ears rae exemple le, kg 
e . ia so jm 5 


(1) Nous penserons ces équations rangées dans l'ordre qu’ onaen D succes- 
y sivement aux a J, k les valeurs : 2 se 0,1; 1,0; I Lr eee} V—1,0; V—I, | 
‘ = 
=: . 2 LA 
AT 
4 oe 
4 La 
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mineur A qu'on obtient en y supprimant cette colonne et la colonne 
qui correspond à la valeur \ de l'indice A(o£N'£2y — 2). Si alors 
nous considérons le déterminant B,,,, on démontre aisément qu’il 
est différent de zéro; en effet, on voit en le développant suivant la 
dernière colonne qu'il vaut b,,,,,,. A, et pour les (28), (24), on a 


Oxy 124.6 == Dyo9 = & = oO, 


Cela posé, prenons parmi les (33) les deux équations suivantes : 


Ne Laat Bm 6 
= 3 SG 


1060 
V—4 
pil, > Sora 
ck nr J=0.k=0 
et exprimons qu'il est 
À EEE sone 2" 
35 6 Re 0 > sg 
199 DUT. x ae 


On obtiendra une équation de Ja forme suivante : 


v 1 
(36) | : n te > D'Or ©, 
i=0 k=0 

c'est-à-dire que y devra satisfaire à une équation £ d'espèce v et du 
type hyperbolique. On doit remarquer que dans la (36) paraît effecti- 
vement le terme avec la dérivée d’ordre y +1, puisque pour ce qui 
précède, ona ae , 

ue à : D = CNRS 

: | 


By aa A at ©: 


28. Avant de procéder, il sera bien que nous démontrions que des 
équations (33), on ne peut pas tirer deux équations différentes du 
type (36). En effet, étant rappelé d’abord que les (33) sont équiva- 
lentes aux (29), commençons par déduire des (29), avec une nouvelle 
dérivation, les équations suivantes : ras 


sr : À NT ER 
es | a | Ged tia vo ge | À 


9 
À=0 
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Celles-ci sont 2V+2 équations linéaires dans les 2V+I quan £ ee 
tités vw, æ!°, ..., 2”, et l’on voit aisément que (puisque Bo) la... ae 
matrice ae coe eff ficients est différente de zéro. Si alors nous remarquons % on 2 
que les quantités 2’ sont entre elles linéairement indépendantes (‘), "#00 
on a tout de suite qu’il y a entre les y une et une seule liaison linéaire, LTÉE 
qu’on peut obtenir sous forme de déterminant e en éliminant les a KR ce 
entre les (37). ; . Xe <i 
L'équation £ d'espèce v à Taqusile doit italie la fonetion ys sera ee a 


appelée la première trans sformée de Laplace de l'équation (E):7 So eee 

Nous aurons un nombre infini de premiéres nie de = 
Laplace, puisque la fonction y peut prendre un nombre infini de 
déterminations; mais, comme pour la (25) toutes ces déterminations 
s’obtiennent en multipliant l’une d’entre elles par une fonction arbi- Ne 
traire de u, ¢, on a que toutes les premières trans formées de Laplace, EF 
d’une équation £ donnée, sont équivalentes entre elles, au sens donné à 
ce mot au n° 23. On peut fixer une de ces équations PER re en 
_ fixant la fonction % qui paraît dans les formules (24) et ia PE My 
| su en prenant æ a—1. & 


29. Nous Ne maintenant démontrer que: ; ee Ree ne 


L' intégration de I’ équation (B) est parfaitement équivalente à ere 2 
de sa première trans formée de Laplace (36) : précisément à toute solu- 
tion x de la première, correspond une solution y de la seconde, qu'on 

calcule avec la (20); et à toute solution y de cette dernière équation, 
correspond une solution x de I’ a gece qu'on calcule. avec ies 
j TONG 


tes. 


bane Some | 


a er Zn. 


JUN 


4 


La première partie de cette proposition résulte sans plus. de ¢ ce que 
nous avons dit aux n° 24 et 27, ; 


Pour la deuxiéme partie, nous allons da abord que si eg est. 


——— Res Fa ; æ 

| ES Ja FER 

“() En effet, la x p. doit uniquement satisfaire à l'équation (E), et A der on me. e ; or 
peut tirer, comme conséquence, pace lien linéaire. sure les seules wr, | | 
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une solution de la (36), les a qu’on calcule d’après les (33), en y 
faisant 


, di+k 
38). k— 07, 
Le x dul dv 
sont telles que | 

Ora 
3 ro — 
(39) ; 2” EPA 


En effet, les valeurs ainsi déterminées pour les y/{ et pour les x véri- 
fient les (33) et donc aussi les (29). Puisque les y* satisfont aux (38), 
on a, d’après le n° 26, que les quantités 


() 
PE 5 eNO — m0 (A. 0,1, 1.5, BV—2) 


vérifient les équations (31) dans lesquelles 1 =v—r. Or, comme y 
est une solution de la (36), on a pour la (35) que ©, —o. Les (31) 
sont ainsi 2y — 2 équations linéaires homogènes dans les 2v— 2 
quantités g, restantes : puisque le déterminant des coefficients est 
précisément le déterminant A qu’on a supposé différent de zéro (n°27), 
ainsi il s'ensuit que toutes les expressions 9 doivent être nulles, ce 
qui démontre bien que les équations (39) sont vérifiées. 
Effectivement, donc, les valeurs déterminées comme on a dit pour 
les y” et pour les æ° vérifient les (29) [et par suite, en particulier, 
_les (20), (21)] et en outre les (38), (39); pour ce que nous avons dit 
à la fin du n° 24, laa = x°° doit être une solution de l’équation (E). 
30. Supposons maintenant B=o0. — Ce cas se présente si, par 
exemple, la matrice M, formée avec les deux premières lignes de B 
est nulle. Nous dirons alors que l'équation donnée est v fois particula- 
_risée. | | | 
Dans cette hypothèse, on peut éliminer les æ° entre les (20), (21), 
et l’on obtient ainsi une relation telle que | 


> cs ara ore. yo OY = 0; 


où ® est une fonction déterminée de u, . La (21) est une conséquence 
_ des (40), (20); done, pour ce que nous avons dit au n° 24, dans ce 
cas, on obtient toutes et seules les solutions x de l'équation (E), en inté- 
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grant successivement les équations (4o), (20) linéaires, aux (dérivées 
Dee respectivement d° ordre 1 etv.. LEE 


31. Considérons les matrices M, Bee ..., M, formées avec les | 
premières 2, 4, ..., 2v lignes de B. Si nous excluons le cas (dé ‘ 3 
étudié au numéro rite où M, est nulle, puisque par hypo- 
thèse B =o, nous aurons dans la série précédente une matrice ee: re 
_telle que, May étant différente de zéro, la matrice Maes sait nulle 
(avec 1<u<v—1). Nous GORE or que, r équation donnée esty- — <p 
fois particularisée. a Fie ate. PE EAST 
Dans cette hypothèse, l'on ns ts que la nl eter 
avec les premières 2u.+1 lignes de B n’est pas nulle, puisque | tous — 
les termes bris, x de la (v de U. as 18 colonne sont nuls d'après la(30), ee KE 
sauf bu no qui est different He. zéro [puisque, pour: les ae (24), il ya 
Yat Ge |: 2028 : pie on is 
— Si donc nous te les Lo (29) pour j — 0,1, . sae ae elie 


t “ 
et k=0,1, on pourra entre elles éliminer toutes les ee puisque tives 
CNE 


+ 


: Moyea = =o, et obtenir : ainsi une Paration de la forme REC à ane | 
can) Ë ae ÉSout=s ae > ais Sa : 
: : j=0k=o is, sod hg 7 COTE oh maa 


iis laquelie igure effectivement ie terme en y, puisque Moyes 7 Onn 
La (41) est une conséquence algébrique des 24 + 2 equalions consi- Ne 
dérées; inversement, en tenant compte de l’observation qu'on vient “DS 
de faire, on voit qu'il suffit que soient vérifiées la (41) et les pre- 
mières 24. +1 de ces équations pour que soit aussi | vérifiée la aor 5 
niére de ces équations. 
Considérons les équations 


\ 


; à V+ 1 / | NX de : s 
ae y= byw : (route nt RP NS 
x rhe or te Red V2 eee ‘- 
D =0 , * Â 


puisque nous verrons dans la suite que le déterminant er 
ar TE Ÿ | Dyn0,0 by 1.-4:1,0,0 sen Ce sete 
. | Ag = . byw ‘ by pos vus 01 


i a ri 
ee ee see eee dit tousse 


boys LOT Ten QUE ages | 


« AU TA, L > re 


OT NME 


ee de ds AS | not à: 


PU LE | ght oe 


ae een id eT ee 


ANT à 
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n’est pas nul, on pourra résoudre le systeme (42 ) par rapport aux 
quantites’ 2 ag Pt. 5, at"; en particulier l'expression 
de a’-*° sera de la forme | 


V—U—14 


e (43) rte my ay D nr Ji. 


À—0 j=0k=0 


32. Nous allons maintenant démontrer que : 


On obtient toutes et seules les solutions x de l'équation (E), en inté- 
grant successivement les équations (41) et (43), dont la premuère est une 
équation & d’espéce 11, et la seconde est une équation linéaire non homo- 
gène aux dérivées ordinaires, d'ordre y — u(o£u<v—1). 


Pour ce qui précède on a tout de suite que, si æ est une solution 


_ quelconque de (E), et si y est la fonction fournie en correspondance 


par la (20), ces deux fonctions doivent vérifier les (41), (43). 
Inversement, soient æ et y deux fonctions qui satisfassent à ces 
dernières équations. Définissons les y’* et les x” avec les 
+h 
yi sao ( pour 
Ox 
Our 


: “à is 


’ 


(pour? —o, ie ing Vee Med) 


et substituons ces valeurs dans les (42). Ces équations détermineront 
lee a ae et, puisque-1à æ'-"" est-donnée par 
la (as on aura ASE 

0 x 

dat 


~ Cela posé, considérons les équations (29) pour j/=0,1,..., fx 


et = 0,1 : elles sont 24 + 2 équations dont les premières 2y. sont 


précisément les (42), qui sont vérifiées si l’on prend pour les y” et. 
pourais, rt les valeurs susdites. La (2 ». + 1)""° de ces 


équations déterminera alors la æ”*# (qui y parait avec un coeffi- 


à WCET bi 0). Puisque, par hypothèse, les y" vérifient la (4x), 


on a, pour ce que nous avons dit au n° 31, que les yet les +" ainsi 
déterminées vérifieront toutes les 21. + 2 équations considérées. 


Ann. Ee. ue (3), XLIV. — Jun Dy Eee CO 7 ROMA eee) 


» 
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Je dis que les æ° ne sont autre chose que — 


(40) HA | me TE pk Omega Sar as gee) POs 


En effet, pour ce qu’on a démontré au n° 26, ces quanticas Tae 
satisfaire aux équations (31). Celles-ci sont 24 équations dans les 
be expressions suivantes : SR PERS | +, Fascias ea tS Ie 


x 


ars mo ge nase ARS ee —1). + eee 


Les 4) et: la (45) “Hionifent que ces expressions sont 1 | rule s pou 
mon vent | 


et par conséquent les équations (31) se ART 2 U. A 
_ linéaires homogènes dans les 2p. expressions 9 restantes. Puisque le 
déterminant oe coefficients est précisément le déterminant non. 
nul Ay, du n° 31, ainsi il s'ensuit que toutes les expressions pa doivent — 
être nulles, ce qe démontre bien ne les ad (46) sont véri- à 
fides. Far x : HMS 
On voit lore tout de suite — comme a i fin aa n° 29 — - que Jae 
Supp Bs a considérée est effectivement une solution de l'équa- 
PEIN nous resté encore à démohtret. que le ‘ddecmidant ae 
considéré au n° 31 n’est pas nul. Supposons par l'absurde LS 1, 
AO pourra entre les équations (42) éliminer les 2p. quantités a", a ah 
weer, we", et dans le résultat de l'élimination paraitront: = 
x eve ep quelques-unes des 5, gl . 5 eee » Puisque pares 


“hypothèse on a My, £0. On déduira done des (42) une relation du 


type suivant : > ‘ewe "+ a 

4 V=p—1 bt à - , : . Or à L É ; ‘ che 
49) ae gite JS ne 22 any (avec pis jo: OI ESS 
À y ae 6 Falters ah RP Se a ny 


Ts 


C4 


CE Aux n° 2A et 25 nous avons vu que, si x est une solution quater 
. de l’équation LE et si l’on définit la fonction: ‘y avec. la (20), ce ee 
deux fonctions x et y satisfont aux équations (20e De ces équations | % 


oP eee ee Re to ie eS, Oe ae "4 a à 4 
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on a tiré dans les hypothèses actuelles la relation (41) entre les 
seules y/"; au contraire, on ne doit pas pouvoir tirer d’elles aucune 
relation linéaire et homogène entre les seules x’, puisqu’une telle 
relation ne peut pas edema être une conséquence de |’équation (E). 
Cela posé, dérivons l'équation (47) par rapport à uw, et dans le 
résultat éliminons la y#' au moyen de la (41). Je dis qu’avec cela 
disparaît aussi la y’ : en effet, dans le cas contraire on obtiendrait une 
équation entre les seules x en exprimant dans la relation obtenue 
les y/“ au moyen des (29); et cette équation linéaire et homogène 
dans les x! ne serait pas une identité, puisque la +”*#°, qui provient 
seulement du terme en y#°, y paraitrait effectivement. On obtient donc 
une relation du même genre que la (47), sauf que v — w' est remplacé 
par y— +71. A celle-ci on peut appliquer le même raisonnement 
de tout à l'heure, et ainsi de suite; et l’on voit ainsi que comme 
conséquence des ue on a des relations du type: suivant 


B—1 1 


FIN se Spa eE Emo 


f=o-kK=0 
pour 


petra = pS, yp VE PSL 


Les (48) sont en nombre de + u/ et, par conséquent, on peut 


éliminer, entre un certain nombre d’entre elles, les 2. quantités y/* 
_ qui y figurent (puisque p'> 11). On aurait donc ainsi (au moins) une 


relation linéaire et homogène entre les seules a"; et cette relation ne _ 
serait certainement pas une identité, puisque dans chacune des (48) 


. figure une x” qui ne parait pas dans les équations qui la précèdent. 


Pour une remarque que nous avons faite plus haut, ce, résultat 


constitue un absurde; ce qui démontre qu’effectivement on doit 


avoir À: =£ 0. 


En résumant les principaux résultats obtenus jusqu’à présent dans 


G ce paragraphe, pous pouvons dire que : 


Lorsqu'on a une équation & d'espèce v et du type hyper holies ona 
deux cas, suivant que le déterminant B du n° 27 est différent de zéro, ou 


s bien est nul. 


SR 
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St B 0 ce qui sera le cas général, on peut considé F une “aun os 
“équation & d'espèce v et du type hype bolique — - la première trans sformée | 
_de Laplace de l'équation donnée — dont Rae est par is 


équivalente. à celle de l'équation pi ‘oposée. 

SB=0,1 équation donnée est par ticularisée un certain nombre 
fae ( 1$e ee et pos en potions toutes les solut Dre. ul suffi 
y erboli 
une © équation linéaire 1 non ‘homogène « aux z dérivées | ae es d 


vey a “ è = coe Ls 
PE of = 


34. Dans ce e qui préctds nous avons. s tacitement admis qu 

matrices M,, (en particulier pour. le déterminant B) le fait d’é 
de ne pas être nulles, ne dépend pas | de la fonction n ne qui 
entre dans tex bi, ‘yi ae apres Le n° 24 + 2. 


de la forme 


« 


AU SN ES 


e Or, on a à la fois les éq U eo | 


ca = 7 
Ta t + 


a Étant. une Sens fonetion de, Uy 
tions cae et les analogues : 


ve 


H eas yea 
» 


et il suffit de remarquer que SO ce qu ‘ona adit a 
- ~~ dun 93) la (49) se prolonge en une substitution nai 
: entre les 7/#etles y” Pate = 0, RE : oo ” Rie 
linéaire A transforme le 


ER RAS à bite fa fe i (:3)] va 
ee, des reppin aa ee que ae substi i 
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inconnue æ dans une fonction x, en faisant une transformation (12) 
ou (14), l'équation (E) donnée sera transformée dans une équation 
du méme genre dans la nouvelle inconnue x, les deux équations étant 
bas entre elles. 
Si l’on se rappelle la définition donnée au n° 24 pour la fonction y 
qui vérifie la première transformée de Laplace de la (E), on voit 
aisément que : 


Deux équations © d'espèce v et type hyperbolique équivalentes entre 
elles ont les mêmes premières trans formées de Laplace. | 


Si l’on a exécuté la transformation (12). Of. auras ala: fois les 
pee (29) et les 


DV —1 


D = BB (mi on net) 


_cela résulte aussi de ce qu’on a ‘dit au n°23, qui montre de plus que ~ 


les (29) sont changées dans les (29) au moyen d’une substitution 
linéaire entre les a” et les °°, dont le déterminant des coefficients 
vaut «”, Si done nous HEE avec B le Bare nent (32) des bij, 

on a. 
Bee Be 


On peut faire un raisonnement tout semblable pour la transforma- 


tion (14) si elle transforme æ(u,e) en æ(u, ») et y(u, v) en y(u, ee | 
on aura à CÔté des (29), de formules du type suivant : 


yy —1 


à ee (=O ee D NE 
ae en DE per: | pete >t, ; 3 
y À jk à P $ Ris OL x 2 


À = = 
APN = du \” 
(3) F=(%) 


36. Comme nous l'avons déjà remarqué, dans les quantités b;,;; que 
nous avons définies aux n° 24 et 2, figure une fonction arbitraire x. 


Disons bi ce que devient b;,,;, en-y faisant Qtr les D; seront des 


et dans ce cas il sera 
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fonctions déterminées des éeefilitenie Ax de l'équation donnée. qui 
se calculent d’ après les (24), (23) et (27). Soit B* le déterminant 
des bj,; pour ce qui précède, il sera une fonction rationnelle entière 
déterminée des coefficients A, de l’équation donnée et de leurs déri 
vées, faites au plus v-—1 fois par Appart au et une fois ae rapport 
ae. Je dis que: | 


B* est un invariant de l équation proposée ne rapport aux transfor 
mations (12) et.(14), = et ts : 14 VER 


Considérons en effet la fonction a ys à RENE 


ie de eee = Soins Ee e. 
elle est une des Dnetions, y des au n° 24, et précisément. est Le 
= fonction (20) pour laquelle le coefficient by, de 2° vaut bi, —=1t. En 
nous basant sur cette observation et sur le numéro pire Tien 
de NO aisément que si l’on applique la transformation (r2),:et 
considère pour la ale ouReee de la oS la fonction y* analogue 
ARS Oey ee ae tek a Pade: 
% 3 | de Pape UE =oy". seers oF. Det 


A PRE LOTO (guet Me 
FACE nous nommons BP or ay en “question calculée pour 1e Der 
foal equation: Ryasforinies 6 on voit alors; en se e basant s sur les n° 34 et 35, ; 3 
(Quon ES ER RE RD PTE Et, Ve ce 

De GPS ee hale SOE B'=B. ig By he anger 28 Ces cee Me ab 

Jains Ds | y ; AR : Re My 

On nas raisonner de méme pour la transformation aan avec des Le 
notations semblables : aux Ads on est conduit dans ce cas aux. ETS 


ay 


formules LEE PE PE SI Vas MCE TES tt 


~ y 
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À,, est une fonction rationnelle entière déterminée des coefficients A,, 
de l’équation donnée, et de leurs dérivées faites au plus p.—1 fois par 
rapport à w, et une fois par rapport à ¢. Pour  — v on a évidemment : 
oh = B*, Cela posé, on peut faire par rapport au déterminant A; en 
relation avec le système (42), un raisonnement pareil à ce que Shek 
venons de faire pour ae en relation avec le systeme (29). On SONG 
ainsi que : 


Les déterminants A}, (pour .=1, 2, ..., y) sont des invariants de 
Péquation proposée, par rapport aux trans formations (12) et (14). 


Précisément, on voit aisément que (avec des notations qui s’expli- 
quent d’elles-mémes) si l’on ee la transformation (12), on a 


tandis que, si l'on applique la transformation (14), on a 


ER Se ped iis 
te du 2 
ae Gh du 


En se rappelant ies résultats des n° 30, 31 et 33, on peut en outre 
énoncer la proposition suivante : 


Afin qu'une équation £ donnée d'espèce y et du type. hyperbolique 
soit particularisée un certain nombre 9 de fois (1<e Sv), ul est nécessaire 
et suffisant que ses invariants Ay, À, :.., A,,,, soient nuls, 

et que Aj, _,) soit différent de séro. | - 


Il. — La deuxième transformation de Laplace des équations © 
d'espèce » et du type hyperbolique. 


38. Nous nous proposons maintenant d’intervertir la transformation 
étudiée au paragraphe précédent. Pour faire cela nous tachons de 


déterminer des quantités Yooos Yoots ++ +9 Yo-t0 en qui ne soient 
_ pas toutes nulles, et telles que, si l’on pose 


= ah 


sr 


== 00 


de 
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on ait en conséquence RE la (18), © 'est- à- “dire chaque fo 
une solution de l'équation (E), 

x LR Sn : | ie Ar LE LS Ex 
(54) May DS sut FUPOUT LEO a ORNE MERE 


Etes 


SET 


où at _. ef en indiquant. avec uw un nombre entier, por le < 
moment quero et avec Pr des convenables. fonctions de uw et 4 + 
de 0. es ne 8 ; i ze afd: 


Si nous éliminons da A entre les deux bent 


pour ake x une aude 


_être vérifiée en vertu de la ur et done s identifier avec elle. ‘Ona a 


ainsi les aie lig a Se hee ota a re 
; ; : . je 
Eas (55). rans Pas po hee Wee cut nie RL EE 
HER | Ne hele 
, SOS ts pais | Do, vy EE Anis vst ; a , é ate 
a CR ANT pourri, HR FE 0 Rj peer 0 ie à 


qui expriment complètement les conditions énoncées. On d 
anes que | dans la (55), Bouter =o, 0n doit peer Vi ae 


rut Ne, = 2% 
es me 4. a ‘ . A mgt 2 a 3 = 4 a ee 


Re ‘Kes foumles (55 ,) permettent de rs de ere 


en proche 
| AUDE ai 
les Vase (pour À=1,2,..., 2) en fonction des 2vqu ont 


pet Soong, Ob AE, leurs dérivées. Avec cela les (56) dev ennent un système | | 

Ec Cede ut équations différentielles dans ces inconnues. E tbien nous allons 
Dose es wi < Siciamiter qu’ en vertu des (55) ce système est équivalent aun système 
M 4 he CPR d'équations linéaires homogènes Lin ture nm. 


40. Pour: avoir Hits de netteté pasha les etnies que nous. os 


RS y F À 
“écrire, introduisons si u>v des. nouveaux x symbols: D définition | aR 
tous nuls TRES ae ae EE 


TR 


VE (57) ES A alates PE 0 AG Sot ee ae 1 SR 
Fe eae EE Lane GS SMTP Seat Dr nr | CE EE 
| i à RE SU 
Il eat clair qu'a ‘avec cela les. ( 55) seront able i lentement aS 


pour les valeurs — D T2 eey = (pe: — ae del HR Ye, 
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Ceci posé, en changeant dans la (56) À en À +1, nous aurons 
(58) Yav 0 — Avo Yr,v—11= 0 (peur A= 1,2, soc, Wir), 


et, en exprimant dans la (58) y,,_, 0 et ¥,,,-1,. au moyen de la (55), 
VV Avo Yi—,»21 a (A0 —A,,AÀ,_ ,; a) YS EF au Yen y 10 Ayo yes 9-41=0. 


Enfin, si de cette relation nous soustrayons celle qu’on obtient en 
dérivant les deux membres de la (56) par rapport à wv, nous obtenons 


(59) noie Avo Yeti, (Ayo — Avy AE — Aj? Vo) Se yes 0 
(pour À—1,2, ..., m—1). 


Plus en général, nous pouvons démontrer que : 


St les yj, satisfont aux équations différentielles (55) et (56), elles 
vérifient par conséquent le système suivant d'équations linéaires et 


homogènes 
MEET 


(60) pega D Doyiaises = 0 


G—=0 


où 7 peut prendre les valeurs v—1, v—2, ...,v— 1, et, pour 
j fixé, À peut prendre seulement les valeurs 1,2, ...,7 —(v— #)-+1. 


Les Tj, s'expriment uniquement au moyen des coefficients Aj, de 
l'équation donnée, et de leurs dérivées faites par rapport à u; elles sont 
définies pour RAT — uw et oSo<v—)j—71, et se calculent de 
proche en proche avec les Formules 


To = Ayo 5 

Vieve Se Lye — To (pourc=1 2, RU) —1), 
i (61) Sts 7 V—j A f 

To, v= Ap— > TicApor—Te a. 
o=0 

Ainsi, par exemple, on a 
(62) — pane 
(G8). tie 0 — oer 2 5—A Av, Than AW ; 5" 


Pour tes cette proposition, SoRIRenCEnS par remarquer (ce 
Ann. Ec. Norm., (3), XLIV. — Juin 1927. = 24 


ut 


DeNtAMINO stone. 


qui nous sera aussi utile sous bide) que les squations (60), , I 
prend sa valeur la plus | haute v — 1, se réduisent ae es z 
évident d'après la (62). De même, en vertu des 
pour j = v + 2 les (Go) s s’identifient avec les (69). 
La (60) est ainsi démontrée lorsque I’ ‘indice, 
les plus hautes y—1 et v — 2; avec la méthod 
| nous pourrons done supposer que les (60) st 
_ valeur j > v = a dudit indice; et il suffira de 
encore vraies pour la valeur. " it inférieure di une e uni it 


que ee < yore 
si? ù A 4 ey fi es | 

7 s ‘aie 
: at 6h ) Toure 0a - 1, sons +54, i 
ET RS gd opie 


ct he 


qu on. ee re es (Go) en y 6 


; 


Enf Gin, si nous 5 soustrayons de de ¢ cette nn + n cell 


Figs 


vaya : ne «ih 


ce Pos LAURE > = Tri = anes 


et ee + 


T'ON UE ee PUNTO ee ENT 
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d'appliquer les (61), pour voir que la (67) est précisément 


l'égalité (64) qu’on devait démontrer: 


41. Les (60) sont des équations linéaires et homogènes par rapport 
aux quantités Yx, qui doivent être vérifiées en conséquence des 
équations (55) et (56). L'indice À peut prendre une valeur quel- 
conque des valeurs 1, 2, ..,, u; si l’on fixe la valeur de À, l'in- 
dice j peut seulement plus prendre les valeurs NS AS. 5 


Su (ha). Pour un À fixé, nous avons ainsi v.— À +4 équations 


linéaires et homogènes par rapport aux 2» quantités 
Es k : ae Sree Oy ts TORS at ig ante! IY =O) ME 


ces équations constituent un système que nous nommerons SU; € 
Yona évidemment toutes les équations (60), en prenant les équations 
des divers S!, pour À=1, 2, ..., fhe : 

Cela posé, considérons en particulier le système Si : il est un 
système de 1 équations linéaires et homogènes par rapport aux. 
seules quantités Yj, qui doit être vérifié en conséquence des équa- 
tions (25) et (56). Ce système est celui dont nous avons parlé 
au n° 39; précisénrent on à que : 


Pour déterminer toutes les solutions du problème que nous nous sommes 


posé au commencement dun? 38, i suffit de résoudre le système SF; 
cela revient à dire que si l’on considère un groupe de valeurs des Y, ;, qui 


ne sovent pas toutes nulles, et qui satis fassent au système SF, et si l'on 
détermine en conséquence les yi, (pour À =1, 2, .,., 1} avec les (55), 


les valeurs qu'on a ainsi pour les y;,,_, x vérifient les équations (56). 


Nous allons montrer, de plus, que les valeurs déterminées pour les 
Yn Comme on vient de le dire, satisfont à toutes les équations (6o ); 
la proposition énoncée résulte alors du fait, déjà remarqué, que 


les équations (56) s'obtiennent en particulier des (6o), en y 


faisant 7 =v — 1. 
Les équations (64) peuvent être groupées dans les ue . systèmes Sie 
(pour A1, 2,'..., ue); les À,x ont été déterminées de façon à 


vérifier le système S{: PAIE la méthode d’induction complète il suffira 


done de prouver que : 


Si l'on a déterminé des quantités Vi ( Pour] 0, Tone, V1; 
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Ik =0, 1). qui SANTE au système S, les quantités je ( (pourj=0,... re 

y —1; k=0,1) qu'on détermine en conséquence avec Er (553; rendront — 
vérifiées les équations du système Sie Mr ae Ne 


Les diverses équations de S® s obtiennent de l'équation (60) en. 
donnant à l'indice 7 les valeurs y —1, y —2,...,¥-—(u—A-+1), et. 
sont vérifiées par hypothèse. De même, les diverses équations de se Le 


s’obtiennent de l’équation (65) en donnant à l'indice 7 les valeurs y— LE 


V— 25 25,0 — (pe À), et ce sont les équations qu’on doit. Aaa LES 
trer. Si l indice 7 prend seulement ces dernières valeurs, à côté de la — APR , 
(60), on aura la (64) qui résulte de cette équation en y écrivant jor 3 5 4 

à la place de j. En vertu des (61), la Ory s’écrit sous la forme (67): as Re 

si nous ajoutons à celle-ci l'équation qu’on a en dérivant par rapport — ~ +00 

à u les deux membres de la (60), nous obtenons la (66). Enfin, en - a “#4 

tenant compte des (55) qui sont vérifiées -par hypothèse), la (66). :% 

se réduit précisément i à ee (6) que nous devions démontrer. PAS ae 


ee = 


42. Nous alee tirer maintenant de ce gui ieee beaucoup de nn “a 
conséquences. DL 2 ein UTE es 
Considérons les Aatiations (54) sane lesquelles les y; 5 seat ata eee 


déterminées de façon à satisfaire aux équations (55) et:(66)5 “nous a 
supposons toujours que les z*° (pour À=o, 1, ey) soient” telles | ma LR 
re 


Oz 
que EP mais, pour Je. moment, nous ne faisons sur les Ca 


mst: 
Le 


| d'autre hypothèse que celle de satisfaire aux équations (54). D 
ar Pour A =1, 2, ..., 14, nous aurons, à côté del RL pee ie a 
tion suivante : 4 : ae 
Nene a 4 ER of . j SES 
ES Dn- ee eect aes See ae ak 

j=0n=0 | ' Tae TRES 


qu'on obtient de la (54) en y rere À en À—1. Éliminons las) 


9 
aurons è ee rer 7 
v—4 4 > | ECS 


> > [Ga Ve) SE — Pr ee zit] =o, it 


j=0k=0 Re 


entre ces deux DE en Seer an we se oes nous 


obtenons 
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En tenant compte des (55) cette équation peut s’écrire 


V1 4 Te Haye 
D Se 
re J=0 k=0 5=0 0 

— Vh+1,v=1,0 ne 10 Va, BT Lit = ot 


Si nous changeons dans notre dernière sommel’indice j en j — 1, et 
si nous appliquons la (56) en tenant compte que ÿ-1-11 —0, NOUS: 


ie 004 be 


PS=1- eS 0 
ML A 


< Ô 
= Vissi DS À jaæir + a SE OMS CE 


u 
j=0 k=0 
et enfin, si dans cette relation nous changeons A en A +1, 


SO 


(68) Sn. ee ek = 2 (pour Ne) 1, eee, e—1), 


FA k=0 


où, pour abréger, nous avons posé 


9 j 2, ee Ÿ —1I 
AA i—1,k Ê ie) ? 
= Qi — — x our , 
47 ) P R= Ok 


¥ Ou 
(68') y—1 1 F A 
Y= | LD ict dn Fate gar ad 
j=0 k=0 | à 


43. Le système SŸ considéré au n° 41 se compose des équations 
suivantes : 
V7 A 


(69) Yojo — >, Toto jean = 0 (pour j=v—I,v—2, ...,¥—p), 


o=0 


en nombre de y, linéaires et homogènes par rapport aux 2y incon- 
nues Yojx(j —0,1,..., V—1; k=0,1) [on doit se rappeler que 
les yo dont l'indice jestnégatifsont identiquement nulles ; ef les (57). 
Nous aurons a considérer la matrice des coefficients dés inconnues du 


A) 


‘o ‘ ve: Ls 
. = 4 . 
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système S\”; cette matrice renferme y lignes et : ay y colonnes, ets ser. 
nommée M W; ses termes sont parfaitement déterminés par les ‘for: See 
mules (61), et s’expriment comme des fonctions rationnelles enti res Se 
des coefficients An ae l'équation (E), et de leurs dane ee ! ENT. 
rapport à au. | 2 
Si nous donnons ¢ au nombre U. . deux valeurs { 74 et uh avee aoe uw’, il, 


pamip esos at premières uw." Mees dé la RATE Me, ae nie 

La matrice M) se réduit à un déterminant d'ordre av Pur 
on reconnait tout de suite que, à pee le signe, il est ég gal au d 
nant suivant d'ordre » : : pM ice al Datel 2 in aie aaa 
| wee ne eke ks. aa ee 
ae Ts - gas ee wet . 


eee ee 


y i a ” f :' FA M ET = VEL ee At 
À 7 : ¢ 


Pi se éléments Le s De avec. ae (61) comme ae fonctions. 
_  rationnelles entières des coefficients A;; de l'équation donnée, et de | 
| leurs dérivées faites | par rapport à la seule u, 1,2,...,2¥—1 fois, ir. Se 


Cela posé, nous avons deux cas à distinguer suivant que 0 = = Me. 

est nul ou bien n’est pas nul. Dans le premier cas, si l’on considère 
les matrices MU), ME, M, ete. (qui se composent des't; 50; che 

+ :_ premières lignes de Me), on en trouvera une M&) qui est la dernière Er 

iF de celles qui ne sont pas nulles, c’est-à-dire telle que MW étant diffé- 

- = . rente de zéro, on ait au contraire M¢*" — 0. On dira alors ie l'équa: Ë + Re 
ae Be So donnée est e fois spécialisée, GU PONABÉ. "CURE ae 


À 


= de | À 5 ere ; = pas? Pre Fr 
’ & : “Ay + Dr > 
Les équations. (69) qu’ ona pour j: =v— oor ar NY re ° sont et 
évidemment indépendantes entre elles, puisque Jens chacune paraît 
une inconnue x qui ne figure pas dans les autres. Le nombre p 
.  défini tout à Pheure est done au moins égal | à V5 comme il est plus cae 
| petit que 2Y, on aura, 


(70) DORE TO TR 1 OMR a a eee 


* x HE nl or i SE oy ate 


ak va ec 
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44. Laissons de côté, pour le moment, ce cas, et stipposons donc 


que l'équation donnée xe sort pas spiciaLiske; cela revient à dire. que 


le déterminant M ne doit pas être nul, et ceci sera le cas qui se 
présentera en général. | 


La matrice M°—" n'étant pas nulle, le système S®- déterminera les 
rapports mutuels des 2y inconnues Yj; précisément on aura 


Er ; Voir aM jes 


ce étant une fonction arbitraire de u, +, et en indiquant. avec Mj, le 


_déterminant (pris avec un signe convenable) qu’on obtient de MC") 


en y supprimant la colonne des coefficients de Yo jx. 
En faisant = 2 — 1 dans ce que nous avons démontré au n° A, 


nous pouvons donc dire que : 


Dans le cas où routes (E) ne soit pas spécialisée, les formules (71) 


nous donnent la solution la plus générale du problème que nous nous - 


sommes posé au n° 38, pour U. = 29 — 1; on a done que, st nous définis- 


sons la fonction z avec la (53), et st x > vérifi e l'équation (E), ue 
les oe suivantes : 


Y=) = 4 


(72) Les anos ag @ hot eae’ ee Pa cee, il 


EUR) 


dans lesquelles les coefficients ae sont donnés par la (71) et las 
autres y. se calculent de proche en proche avec la (55). 
. En vertu des se (71), la fonction zs exprime comme il suit : 


VY—A 1 


TR eZ Seer 


"à J=0 À =0 


et donc elle est déterminée seulement à moins d’un facteur arbi- 


traire «, différent de zéro. 


© 45. Les (72) sont 2v équations linéaires dans les 2v quantités a". 
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Nous démontrerons plus loin que le déterminant des coefficient 
ae et \ SEE a yo EX - 
| 7000 | Yoor | © Joio : Dette ape Ree "Jos v-1, 0. has ar tate 
; 10 re! ; ee $ say RES :. 71,0. ag yp vot Ce 
(74) r = a : ns ; i is, th ie ie sk “ ¥ 


. . ene 


Y2v—1,00 Paie ol avt, 10 “eee 


port aux gi, et nous obtenons ainsi es equations 
- 271 re 490, 7 


ERA Re re à 
od Br jas De | { pou Bey Et 
ENS < 


as 


| equivalents aux x(72).0 et a oul l'on : a posé 
È ( 76) : 


en indiquant avec F1 
% en (74 Ste 
AS NE 


a6! Avant de procéder nous devons. 


KE ous les determinants Tk 
quement nuls. eee. 


‘Considérons en STE un met are nat à 
_ indiquons avec (j, #) la colonne doser 
Fe : m+, jky ve) Yor je On : am$a 12 - 
? done, on doit avoirn <<) VS de: eee a. i 
. Cela posé, considérons dans Pas la ' 

na. +, ¥— 1, et ajoutons-lui les colonnes (j, 
RÉ AON) multipliées respectivement pa 

the eS ave is on obti ient ; 
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indice X, et l’on a par hypothèse m>v-+n. On voit donc, en se 
basant sur ces remarques, que dans le déterminant obtenu [",,,, sont 
nuls tous les termes qui sont en même temps dans une des pre- 
mières y + 7 + 1 lignes et dans une desv—n— 1 colonnes(n-1, 0), 
(n+2,0),...,(v—71,0);et,par conséquent, le déterminant D, est 
nul: cela résulte immédiatement en ledéveloppantsuivantcesy — n—1 
colonnes, et en appliquant la bien connue règle de Laplace. 


47. En tenant compte du précédent théorème et des (76), on voit 
que les équations (75), au changement des notations près, sont tout 
à fait identiques aux équations (29) du paragraphe précédent. On 
peut aussi voir que les coefficients 6, des (75) satisfont à des rela- 
tions analogues aux relations (27) et (28). En effet, il suffit d’éli- 
miner la æ entre les deux équations (75.) qui fournissent a et æi-'#, 


au moyen de la pia ni =o. On a ainsi une relation de la 
2V—1 À 

forme Ÿ ms” =o, et l’on obtient les relations cherchées en annu- 
À =0 

lant tous les coefficients 7, ('). 

Une autre remarque, qui nous sera utile sous peu, est la suivante. 
Les (56) dans les hypothèses actuelles sont vérifiées pour A =1,2,..., 
2v 13 ils ensuit de cela qu'on a, 13,234 = Avol 3-13 1,0 Pour le 
théorème du n° 46, dans I sont nuls tous les compléments algé- 
briques des termes de la dernière ligne, sauf (au plus) F,,,, 0 
et Py,-1y-1,13 On ne peut donc pas avoir V1, 1,0—0, puisque dans 
ce cas serait aussi nul F,,_,,, et, par conséquent, le déterminant I" 
ne pourrait pas être différent de zéro. En vertu de la (76), on a par 
suite 1, 1,0 03 en appliquant les formules analogues des (28), 
dont nous avons parlé plus haut, on voit donc que sont différentes de 
zéro toutes les B,.;;,3 en particulier, 6,5, 3 0. 


av —1 = ; 
(1) Une relation du type > my ah = o ne peut pas subsister en vertu des (75), que 
A=0 
si ies mx sont toutes nulles. Pour démontrer cela, il suffit de te que les (75) 
sont équivalentes aux (72) et que: 1° le déterminant l des yj; n’est pas nul; 2° les a/* 
sont entre elles linéairement indépendantes. 
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rie rs si æ en est une ne He 
tions (75) dans lesquelles zest la fonction définie par la os 
En particulier, mE a des (28) les equations SuHanHS ÿ 


et dans les deux sommes on peut se ‘bornes à donner à à Les valeurs oe 


= 


“1, vs.) ¥, en vertu du théorème du n° 46. Fr Pas ENS ae 
Si nous éliminons la æ entre les éme en à exprimant que Sate 


DES LR OL LE AO alg a TOUL oe RIDE Er 


nous obtenons que. 5 do it satisfaire at | une équation ue cy forme 


ta ul 


3, suivante : à fe ; cee Te 
> ; ’ 2 ‘ : eb" | 4 ox: % TA Soe À ots ey ‘3 = FF 2 3 eS Ë ~ 3 
~ bg > RE 1 - - 2 j ps .. ES 4 = ye as N awe 

(79) ; Soke le whys LA eh ao EN EE CNE net 
. Ps oe à RP EN SERRE L È # y we? RO RER MERE CCE 
RON raat Fi AU: Ra 2 Sines Beat trea) LS SONT ET a 


: | Ona F, \ =- ee et | (comme o on Va remarqué au numéro précé- ihe = 

PER ott à dent) cette quantité est différente de zéro. La ¢ 79) est done une équa- ate 

akon vate. MON @ d’ espèce » et type hyperbolique : elle sera appelée / 54 deuxième | : fus 

HT ae ETS trans formée de Laplace de l'équation dénnées Na RENE RS Es YA 
AE : ., On aura un nombre infini de deuxièmes transformées de Laplace, De Le | 
HAE «puisque da fonction = peut prendre un nombre infini de détermina- AVES 


tions; on voit cependant pour la (73) que toutes les deuxièmes trans= NE 

| formées. de Laplace d'une équation L donnée sont équivalentes entre ; LES zs 
‘elles, au sens donné à ce mot au n° 23. On peut | fixer une de ces équa- 5 ree: 
tions transformées, en fixant la fonction 2 qui figure dans | les for 

: mules (7); (73), par exemple en eat viene Gar ORT 


à ANT 


’ 


19 Nous allons mainignapt démontrer que: -< 


n Le 


L'intégration de l'équation (E) est AR équisalente à 


PET 


FF P REC ; + < : a 


TANT rer 


RS he a dt: daté à ds : ont wy ee Lin été 
" TT , he ï 5 " - 


Rit alors que les æ/ sont telles que a" = 
que. 3 | 
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de la deuxième trans formée de Laplace (79) : précisément à toute 


‘Solution x de la prernière correspond une solution = de la seconde, qu'on 


calcule avec la (53); et, à toute solution z de cette dernière équation, 
correspond une solution x de l’équation donnée, qu’ on calcule avec la 
prenuère des relations (77). 


La première partie de cette proposition résulte de ce que nous 
venons de dire au numéro précédent. 

Pour la deuxième; , Supposons donc d’avoir détérminé une solution z 
queléonque de la (70) Calculons les x/" avec les (75), dans lesquelles 


on ait pris 3°— =: puisque = est une solution de la (79), on aura, 


en attendant, ne à (78) sera vérifiée. Les z*° et x/* déterminées 
ainsi vérifieront aussi les (72) [qui sont équivalentes aux (75)]. 
En conséquence, pour ce que nous avons démontré au n° 42, on 
aura les relations (68) pour À=0,1, ..., 2v— 2 : celles-ci sont 
2v—1 équations linéaires et homogènes dans les 2v—r1 quantités 
Da =1, 2, ...,¥—1; k=0, 1) et y. Le déterminant des coeffi- 


-cients est le déterminant F,,_,,,,, et nous avons démontré Gen) 


qu'il n’est pas nul. De là s'ensuit que toutes les quantités bi, et la y 


doivent s’annuler. En tenant compte des. (68/) et de la (78), on voit 
Qi rh 200 


Raiaer? et qu ’ effectivement 


_æ—#x est une solution de l’équation donnée. 


50. Il nous reste maintenant à démontrer que le déterminant (74) | 
n’est pas nul, tant que l'équation donnée n’est pias spécialisée, c’est-a- 
dire tant que © = M®” + o. Dans ce cas les expressions (71) ne sont 


| pas toutes nulles. 


Supposons par l'absurde T =o. Les éléments Yox de la première 
ligne de cé déterminant ne sont pas tous nuls; si nous considérons les 


matrices PORT CN 4 constituées par les premiéres 1, 2, . . lignes 


de T, soit ' la dernière de celles qui ne sont pas nulles on aura 
1<w <2y 1). La matrice Pe+) étant nulle, on aura des relations de 


Ja forme — De PAS NEC 


Dre ne 4 | j=) —1; v— 0, een 
(80) joie Panik (pour een : GE | ): 


het 


Ter L 
z DAS 


et 


Et ¢- 


TA 


pe 
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(a) 5h Pa 


MA 
a 

Thé 
LA 


es 
Fa 
ee ae 


* 
\ 

ñ * 

PL, 


vi 


» 


res 
ENT 
ju 


+2 


Dans les hypothéses actuelles, nous pouvons appliquer le théorème a 20 
du n° 40, en prenant pour y. la valeur P= 2 = -1. On verra done au EE 
l'équation (Go) est vérifiée pour k 


a à 
HART NE Te 


Pos oe 
os | om 


(81) ES tyr toot a) et. J HVAT, Y— 2, 0 VT je Se ann Bo 


où l’on a posé ‘i Se : ee Se 3 

29—O=n (IS RÉAV =). a 
Multiplions par c; les deux membres de ladite équation (60) et addi- £ a Rass 
tionnons par rapport à l'indice A entre les limites 1 et w. En tenant ue. À 
compte de la (8o) on voit ainsi que la (Go) est aussi vérifiée pour 
A= +1, et donc pour les valeurs (81) des indices sont vérifiées les ENS 
(60) et (65); comme nous l'avons vu au n° 40, de là s'ensuit l’équa- ET 
‘tion (64). Cela montre que l’équation (60) s'applique dans ce CAS SEEN 
pour les valeurs AE) des indices _ pe | = 2 eee 


= ; a - SA ch 
; 


~ 2 . - » Se Av, 


À Fy ge 10 ét re dv Y= (WHI) 


Sg 


ARES 


7 
x 

fe 

a Ao ay 
“: 


LA a cs: 


= 
« ds), 
7 ee 4 


a 
- 


Considérons le système suivant : Ra PSE ee Soe 


¥ à 2 4 HS PS LRU MN x | QE A aoe 
Void ot > PASS Min re à 5: Ti ARE UE "s Se 0 
ee Tic 0j+0, are : [ pour a Vi], ¥ — > eee 9 Ais (HUE oe = 


=0 : “ 14 : 4 x .. he 


dont les ne Tic sont aies comme nous at dit ee 
pris 40; les inconnues sont les” Vin (io I, wee) Vi; to, isa) 
avec l'avertissement que celles qui ont le pee indice 7 négatif 18 
sont par définition identiquement nulles. Les équations (82) sont 
identiques aux équations (69) du n° 43, sauf que les inconnues sont Pa 
appelées 0; au lieu de yoj,, et qu’à la place de u. nous avons mainte- — 
nant 7+1: ces équations sont donc linéairement indépendantes, en 
_ puisque par hypothèse l'équation donnée n’est pas spécialisée. KO 
Cela posé, le résultat auquel nous sommes parvenus peut s’ énoncer SELS 
ainsi : le système (82) admet les solutions RTE FORCES 


LA ee T= Dw 0 RER +. Sr ee fare Pk 
Or ce Sayat bine se compose dé RES = 2 — 1) équations. alee ee 
pendantes, linéaires et homogènes dans 2vinconnues ; les solutions (83) os 


— en nombre de w — doivent done être. entre elles Res “LIÉE 


LL /d 


<2 re à 4. i Ae ey ee Te) ee Vs PRE GER, Li du a |. 1 7 L 2 À US RS 2 PUS, CU @ 
Sd ie al LARG aa de de aunt Ned T1 A plats a NN ee ee eee oe v rh Ne oi Dake Sele FT 
. * ay ‘ ‘ À tai 

À , 
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? x ht < » . 
c'est-à-dire que doit s’annuler la matrice qu’on peut former avec elles : 
et celle-ci est justement la matrice T° que nous avons supposée diffé- 
rente de zéro. 


o1. Supposons maintenant que l'équation donnée sort SPÉCIALISÉE un 
certain nombre o de fois. 

Si l'on pose p= 2» — 9, cela revient à dire que le système (69) du 
n°,43 se compose de y: équations linéairement indépendantes, qui 
portent comme conséquence l'équation qu’on obtient de la (69) en y 
faisant j =v —(u-+1). 

Déterminons une solution quelconque du système (69), compre- 
nant des quantités Y,,;, qui ne soient pas toutes nulles : cela est certaine- 
ment possible, et d'une infinité de manières, puisque le nombre 
des yo; est 2v, tandis que le nombre des équations (69) est u< 2 
[cf. la (70)]. En correspondance à ces valeurs des yo, les (55) nous 
permettent de calculer de proche en proche toutes les y,;, pour À = 1, 
2, ..., 1 ('). Si l’on définit la fonction z avec la (53) on a alors pour - 
le n° 41 que, si æ est une solution quelconque de l’équation (E), 
sont aussi vérifiées toutes les équations (54). 


92, Dodo les équations (82) POUrTJ7—=Y—1,y—2,...,V— 4H, 


avec la convention faite au n° 50 pour les inconnues 0,,; nous obte- 


nons ainsi un système que nous appellerons S™’. Pour ce que nous avons 
dit au numéro précédent, SW se compose de u. équations linéaïrement 


indépendantes dans les 2vinconnues 9,,; done 2v — vu. +1 = 9 +1 solu- 


tions 0; sont entre elles dépendantes. En outre, si nous considérons le 
système Si"), ses premières x équations sont celles de SW, et la der- 
nière est une conséquence des précédentes. Nous allons maintenant 
démontrer que : 


Les groupes suivants de valeurs 


(84) oy CR tn (pour À=1,2, ..., +1) 


constituent ue xs I ho du système Su), 


4 


:(1) Dans tout ce qui suit les y);x sont les quantités déterminées de cette façon. 
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En effet, Fe Yok est, par hypothèse, unie solution dit aystinde sw, oe is 
et done aussi — pour la remarque qui précède -- du système Sur, 
En d’autres termes, les y, satisfont au système Si!’ ; pour le deuxiéine Us 
théoreme (en italique ) du n° 41, de là s’ensuit que les Vie vérifient | € 
système Su, Celà démontre précisément que (= Ae Hp est uñe solu- x 
tion du système SW. On peut répéter le même raisonnement en spat: à oe 
tuant Yi x à Yok et l'on démontre a ainsi que Ba Von est u une solution | 
de SU), et ainsi de suite. LA Ca = 
En vertu des (70), on a gS; nous 15 pouvous dite & isiderer lé ee as 
solutions (84) qu’on a pourA=1, 2, ..., p+t; pour une remarque 
précédente, elles sont linéairement dépendantes, c’est-& -dire | que la 
matrice F1 de sea lignes et 2v colonies qu’on forme avec © ae 
valeurs Yui, k est nulle. Par hypothèse, la premiere ligne se compose re g 
de quantités ok aus ne sont pas toutes nulles. Si nous condldenaislEse PTE de à 
_ matrices T0), Te) , formées avec les premières 1 Fs 2. . lignes 
de Tet), soit Piel dernière de celles | qui, ne sont pas faites” ai eee 

_ matrice io) étant nulle, nous aurons entre les Ÿ_, x des relations de <a + 

CR mts ey 1) (2 (80). Le nombre entier & G pet varier en changeant la solü- : ae 
See STI jk considérée : au duhéro. prota it; peda es dans tots cas, 


PAS PET es 2 “ Bees =e ae 


oes ieee: = É An à D NE MO MR der 


à HEAR gaie, à en i tenant présente ‘i 2(85), 4 aise si aes définit tonne 
_ avee la (53); il suffit Ae æ Soit tine SO. de ie No an. 
+ qu'on ait En me Rie eh SOA oe 
ee br (pou Paname à 
27 ET TOR Re) Pi = CL . Myers A | a 
Bee tes Multiplions les deux membres de la (Bo) ps par a, et adiionions es ae 


relations ainsi obtenues } pour j =o, I). 
| tenant compte ee (85), nous aurons et 


(87) | vd i re 7 J | an oe shin 0 


; . het = 


E 7 < 

4 

= LES SYSTÈMES CONIUGUÉS FT AUTOCONJUGUÉS. D'ESPÈCE v. +99 
2 Inversement, si sont vérifiées les équations 

“+ 

% € : Leone: ; 

Z Sy €). LEO mt >> eg (pour AST, Ag One 

=e Fr fs ; Pan Oc 0 ' 


les équations (86). 


E 
3 
4 


OCIA == D. 


tions 


(89) Ae 


et la (89), on a tout de suite pour les (80), ques seront vérifiées toutes 


4 


Faisons encore une remarque qui nous sera utile plus loin. La 
fonction x est uniquement obligée à satisfaire à l’équation (E), et de 
cette équation ne peut venir comme conséquence aucun lien linéaire 
entre les seules avi! pourj =o, 1,...;v—1 et k=0o, 1. Untel lien ne 
_ peut donc non plus exister en vertu des équations (86), puisque — 

Dex celles-ci sont des conséquences de ladite équation (18) et de la (55) 
| qui sert seulement à définir la . On voit alors aisément qu’on ne peut 
SR pas tirer des équations (86) un lien linéaire entre les seules 21°, 


:, ©; puisque, pat hypothèse, la matrice ll‘ est 


différente de zéro (' Ft DE PE PR RATE 


D4. Boi la première proposition du n° * 52, nous aurons s les rela- 


: tire —1 


ire 4,700 2 FRE ra 


(pour A =, 2. aa Ones va): 


Ha ves des (Bo), les (88) peuvent s’écrire 


yo a Ent 


En 6 = 


“fs i é a ee * | oo ae Yr—1/, ce + aS À Dai pel 


(Pour Asai TER aie 


mme prenons, au lieu de l'indice o, 


FE: 


ensuite, échangeons ei entre elles les deux lettres + et j ct (es dus signes 


= ae 4) On a done are la relation (87) est PAT déterminée, San ‘on ne peut 
2 pas ‘avoir deux. diverses de ces relations sans qu'on ait en sonsgauence un lien 
4 ue entre les LE Phi, A4, 2 RD. 
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de =; nous aurons successivement — 


ved 9j + ie 


~ ee Deus ah = 


Y=0000 


V1 LS 


>) Te: ne 1,41 a” + = 3 Durs) T;, 


ica JE + LS er st 


par conséquent, les (go) peuvent aussi s écrire aoe 


V1 F * of Ae +. TRS 


~ 


¥ 


91). gi en “(pour A=, ag Eu) Pee 


aie 


où, pour abréger : nous avan S$ poss 
< M SEA QE we: 7 : re DRE. 
(v') beat re, ja Ac | (pour i= = 


rk hal Haas Nea 2 Cr 


Aer © 
Dig À 


Nous démontrerons plus Hein me le suivant d 


He Hot os Vase ET D+) 
h AE . F 4 4 


1 Yor, yw, 45 es Y= +141 


7 ” 


aura pour a une e expression ide i forme : suivante : 


SL de fer satin (), + si D one 
 minée en correspondance | par la (53), ¢ 
-fient les deux équations différentielles ¢ 37) e 
dans le cas que la = soit connue, est une 
la seule a, que nous dirons une one 
| hyperbolique et, non pt À APE 


oe 
gars Ag 
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terme qui ne dépend pas de la x, elle est précisément une e équation € 
a espèce Y — . Ceci posé, on à que : 


On obtient toutes et seules les solutions x de l'équation (EK), en inté- 


grant successivement les équations (87) et (92), dont la prenuère est une 


4 


équation linéaire et homogène aux dérivées ordinaires, d'ordre w, avec z 
pour inconnue, et la seconde est une équation £ d'espèce v — w du type 
hyperbolique et non homogène, dans l'inconnue æ(1 <w Sy). 


Supposons que x et = satisfassent aux équations différentielles. (83) 


et (92); il suffira de démontrer que x vérifie la (18). Pour cela, defi- 


nissons les fonctions z°° et a“ de la manière suivante : 


| ‘5 à 

(93) ue (pois 0, 1,5. 0), 

(94) gio — pe (pour Out Lee RU 1), 
Wahier di on x pee to = ; 

(95) ; a= = esa HE 0: POS UREA 


_ En tenant compte des (94), ony. i (91!) en les valeurs 


des &; Des I, ..., Y —@ —1. Dans le système (gr) tout est 
connu, sauf les £,.,,, ear ..., 6-13 comme nous l’avons remarqué 


au numéro précédent, nous pouvons résoudre ce système par rapport 


à ces quantités; les équations (91) détermineront alors les quantités 
restantes x”! FRERES De Eninartiéoulier; la Ë, se calcu- 
lera avec la cae et, comme par hypothèse a et s vérifient cette 
équation différentielle, ainsi la valeur pee rasa uO een est. 


autre chose que : | 
EST ST TE 


a” -W+1 x 


due ov 


Les valeurs déterminées, comme on vient de le dire pour les 
aj = 0, Le; b= 0,1) et les NA QE ut PES > ®), salis- 


font aux équations (gr) et done aussi aux équations (80) qui ne dif- 


ferent des précédentes que par la forme. Par hypothèse, ‘en outre, 


les 3° vérifient la (87); pour ce que nous avons dit au n°53, ils’ensuit 


- de la que seront vérifiées toutes les équations (86). ri 
. Nous sommes donc dans les mémes nie du n° 42 ‘aati le 


Ann. Ee. Morne, (3), XLIV. — Juvaer 1927». 26 
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changement de y en w); pour les ae (68) de cen 
avons, par consequent, PR RE ane ae eo teat es 


V4 4 ALT ‘Shee, PE GAL OR ae 
(97) D Sn Pan a te emit A Dad (pour =o, TER EYE NS i 
jt k=0 2 5 1 £ Ce APE 7 DE ae ue 
Les Vin et ies y sont données par les (685 of, ls équations D, so. 
(95), (96) montrent que AC pie AS Come. 
, dope, pour J sO) ty Nak 0. 
Hype GE (pour. J QUE À 7 vo ou Ses 
et, pa conséquent, les (97) se réduisent à RS , earns 
evar tray iat, ec Fi an CE 
a Phi, bap, v—1 250 ' pats he =0, 1, . +146 : Le ie an ean 
rt 12 4 x 3 ‘ i ë : ee . a ee $ na est. = 


Celles-ci sont ©) équations linéaires et homogènes dans ey oO “quan oe 
_ tités by (pour {Si Oar FT ,¥—1) et CE: le déterminant des | 
coefficients est précisément le ie fextataant Cy non nul, considéré 


au 1994. Di ici on conclut que toutes les paie qu et et la x doivent | = + 
RER être nulles. ‘Pour les Ho en oe ENONCE aR TAD 2 
ATP er dE NS Pres On ie 
RAT = Du de (pour JE 0, as : ? ¥ 1), # ue 
ER Koay Oar | er ne FOI RS MENT bs 
1e * 


re ite 
i oe 
7 eee 


et Alors + ces relations avec fos (94) mentees que la y y=0 exprime 


D que las x est une solution de l'équation LA | ey osée. 


i. 


“56. ae nous “reste encore : à prouver ae propriété que nous avons Wie 
. admise au n° 54, c "est-a- dire que le déterminant An est pas nul. A 
Supposons, en effet, par l'absurde qu'on ait A= . Dans cette igh 
hypothèse, vege pourra éliminer entre les (gr) les. ‘quanti UT À 
PAT AE TE et nous obtenons ainsi une relation de la forme A 
suivante : Le 


NS ae NE À PA RP: » 
VE O1 si 0)" ey Ce Te NAS : CE 0 


Os Hat a : pit) 


= vd 


‘ is * 
vee ; (avec ; eg w), 0 


Too ee ir DS 


' 


\ 


Fe ee ee SUL Ves Pe eee eee ee eee 
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vation faite à la fin du n° 53. La (98) est une conséquence des équa- 
tions (91), et done aussi des équations (86). Dérivons-la par rapport 
à u1,2,..., 0 — 1 fois, en éliminant la s°° chaque fois qui paraît 
au second membre, au moyen de la (87) [qui est — elle aussi — 
une consequence des (86)]. Nous obtenons ainsi en total avec 


la (98), © > w équations linéaires entre les m quantités s’~'" 


ROUTE BS 7 wm), et par conséquent, on pourra toujours éli- 
miner ces Aiantlets entre un certain nombre d’entre elles. On obtient 
ainsi un lien linéaire entre les seules + pour j=0,1,...,¥—1 
et £—0, 71, comme il est manifeste d’après les expressions (gt') 
des £;, et la forme de l’équation (98); et, d'autre part, une telle rela- 


tion ne peut pas étre une conséquence des équations pe -comme 
nous l'avons déjà observé au n° 53. 


En résumant les principaux résultats obtenus jusqu’à présent dans 
ce paragraphe, n nous pouvons dire que : 


Lorsqu’ on a une équation & d'espèce » et du type hyperbolique, on a 


deux cas, suivant que le déterminant @ du n° 43 est différent de zéro ou 


bien est nul. y 

Si @ Ao, ce qui sera le cas général, on peut considérer une autre équa- 
tion & Pies v et du type hyperbolique — la deuxième trans formée de 
Laplace de l'équation donnée — dont l intégration est parfaitement équi- 


À 


_valente à celle de l'équation proposée. 


St 9 — 0, l’équation donnée est spécialisée, et pour en obtenir toutes 
les solutions, il su ffit d'intégrer successivement une équation linéaire 
homogène aux dérivées ordinaires d'ordre w et une équation & d’es- 


__ pèce y — du Ly pe hyperbolique et non homogène (avec 1S wy). 


Diy -3I Vaquation donnée est spécialisée 9 —2y—y ae le sys- 
tème (69) du n° 43 admet précisément ¢ e solutions y, linéairement 
indépendantes. Fixons-en une; en- correspondance, l'équation (53) 
définira une fonction s telle que si x est une solution de l'équation 


peepee, soient valables des relations de Rs forme 


oe Rae: = re ‘Sane A=0,1,...,0—1), : 


Vi UNS 


204 à 
w étant le aombes défini a au n° 52 cece fi ais 
celles qu'on tire delle en la dérivant successivement 


par rapport à u, montrent que 3°, sorte gia e 
aussi, S re avec des formaté de la forme (so) D Do 


Fe ae r arr ©, ne et toutes ses AE successive es 
avec des formules de la forme, (99). La ie 
une dre de x. | 


Fe que n nous Dire son re ee 
a différentielle de la oe ce ) 


wa ae nr ne no di 
ë a Pe ery ce ae , On 


une oer Te même nr da 
vil est évident, ue après | 


ñ 


Si ‘atest th une onetionnelle le æ du dig) ,- 
mel et du mème degré @, de la fonction tr 


RS DRE TAN ga | Sele 
: - " | 5 et 4 
ae Hire ce que nous avons. ditau num ro 
À corollaire suivant! EN ou 
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spécialisée, etune équation & qui soit 9 fois spécial, sée, en une. Le.équation f 
qui est, elle aust, o fois spécialisée. | 


Si nous nous rappelons que le fait que l'équation (E) soit spécia 
lisée s'exprime en annulant le déterminant © considéré au n° 43, 
_ nous aurons que : 


Le déterminant © est un invariant de l'équation (E), par rapport aux 
trans formations (12) et (14) ('). 


99: Nous avons déjà incidemment remarqué (n° 47) que, aux nota- 
tions près, les (75) coincident avec les (29); de même, les (72) coin-— 
cident avec les (33). Ceci démontre que : 


Les deux trans formations de Laplace, Aires dans ce paragraphe 
el dans le paragraphe précédent, sont l’une l'inverse de l'autre. 


En d’ autres termes, si les invariants A et @ de l'équation (Œ)r ne 
sont pas nuls, nous pourrons substituer à cette équation deux équa- 
tions de même forme, dont l'intégration entrainera celle de (E). Les 
deux nouvelles équations (E,) et (Es) sont respectivement la première 
et la deuxième trans formée de Laplace de l'équation donnée; on peut 
= évidemment appliquer la même méthode à ces deux équations, mais 
elle ne donnera pas deux équations nouvelles pour chacune d’elies. En 
effet, pour les remarques qui précedent, et pour des théorèmes 
des n° 28 et 48, la deuxième transformée de Laplace de (E,) et 
la première transformée de is de (EL ;}sont équivalentes à l'équa- 

_ tion donnée (E), 
On voit donc que les deux transformations de Laplace, appliquées 
successivement, nous donneront seulement une suite linéaire d’ l'équaz, 


Goo) | Pic (Es) (Ey, (E) (Bi); CARRE 


a indices positifs et négatifs, dans laquelle chaque i ee (E,) se 


re 


Fe Si l'équation (E) est eee la plus de et la plus petite ie valeurs que 
peut atteindre. le degré w des diverses fonctionnelles de x sont manifestement des. 


invariants se spec aia de l'é équation: ( E). 


rons à traduire analytiquement les considérations géométriques du 


206 4 BENYAMINO. BEGREBs: : 17 “fee: UNIES Es ; 


déduira de |’ AU (E;_,) par la première transformation de Laplace, | 
et de l’équation (E;,,) par la deuxième. | : (ta 

La suite (100) sera en général illimitée des rer côtés: et dh 
élle pourra étre bornée dans un sens ou dans l’autre. Précisément, elle oe | 

s'arrêtera à droite si l’on parvient à une équation (E;) avec i>o) qui ae | 
soit particularisée, et à gauche si l’on parvient à une équation (E;) — + <3 à 
(avec :<o) qui soit spécialisée. Dans ces deux cas, le problème d’ inté- à 
grer l'équation (E;) — et par suite la (E) — se décompose en deux de 
nature plus simple, comme il est précisé par les” théorèmes des. 
n° 32 et 59. ARE EAN LEER Gort aaa EN aie 


IV. — _ Transformation de Laplace des équations eg 3 
d'espèce » >14 et du type parapohanee à AE Se et ECTS 


60. On peut démontrer, pour les équations du type piiraboliqiie: doi 
propositions toutes pareilles à celles que nous avons développées dans 
les deux paragraphes précédents pour les équations © du type hyper- 
… bolique. Nous nous placerons dans le cas général et nous nous borne- ee A 


paragraphe IV de la BEM Partie. Ÿ = ae 


+ 


el Supposons qu’o on 1 ait une » équation £ d'espèce > I et tdu a type 
parabalique | 


> fi 4 oy thers & hd : 
: Vor #à à 49 > be be | - CU A 2 
"Pay te ag. 4 ù 22.9 ÿ VIS PET A ‘ Syn ae iF i 
# 7 ART ae x x fis ke é “ows yo 7% 
* = “dl ~ rig. J Ù rs Fiver , à + 
RES ae + © Mas ° ae Yak 3 
4 * a à PRESSE EU D à LYS D Éd ke a 
nd or ha oo HT y A a LE < : 


; F- v+1 z ana RTE ey : TS ren 
(sor) ae Suen Aneto OR Aiea ae 
j Bs : (3 20 . à = LUE ES un x : J 

avec dé ; ey 4 - 2° aah 
ma Aone 0. ; fe if ay ENS EE Ce : 
J : ‘ . 4 + ; L DATES RE, 
Tachons de atout des quantités te baa es Bucy wa Guh ne tage 4 
soient pas toutes ple et telles que, si l'on pose . RE 
t PRE #4 v—1 7 ae 54 
(102) RS >) boue, a 


on ait, dès que x MR à la Aie 


+ i 
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. On voit tout de suite en éliminant lay entre les (102), (103) et en 
. comparant avec la (101), qe on doit avoir Cr 


Dre aA, (pour i= 0, CRC OUE raies à 
1e Dios Ke Be — CAT (pour eae oop rane ES 1), 
ay ; D se A VS 
e = roi 0 a 


à 


22 pe on sf Bs 


eit 10, En MY et); 


> LR, os — 


mse qu’ on Cs 


* 


D er + te eh toe te sae oS: 
eee PRES PE a PENSE sa ; ee 
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rationnelle entière de coefficients Ay de l'équation ton dor 
de leurs dérivées, et en plus de la fonction x arbitraire qui parait 
les formules (ok), (105). Supposons, Le: vie sera ale cas prose 2e 
EE Fo. : ee i: L - ~ see Ae ~ arn 
Nous pourrons sue les (109) par rapport at aux, ee, et {nous 1 
ainsi des relations ARE en eis 


ÿ PARLES TENTE 


0) Bore Bont ee eo 


x ae SEE Mi 


Les (106). sont 2y Le 2 séqmations. linéaires par à 
2V +1 quantités BES | Sat 
ae Fe À =o, + wey ron iret Sti 
een éliminant ces sans nous obtiendro ons une relation 
ae Muni re MERE à 


ee ue O; ore Zar >" eo: 


Be En tenant compte des (107), (108), on voit en particulier que, 
; | à 


ari Bru, Eee bn B= =a Sun + Oy. 


ce ARC et © Benues, AE = AN Ba 


‘s 5 On dino qu ‘onobtienten corel’équ ation ( 11 rien al 


Na 


de entre deux des équations a 10), en exprimant que: a — 
On a done vu, pour ce qui précède, que si æ est une solution quel- 


ne congue de eFaquation, (aap) donnés la LRO y définie p par AN ait 


5 satisfait ail équation Gi I 1). 
Si “ACS, résultat peut être inverti. Prenidementon ; 
que, si his est une solution quelconque de ie is s la none 
er ton a = a ae is a a (a 7) peur Re 0, C Been ar. 


“é . ; 
JE ey GER ¥ 
+ 


=. jy" + Eur er 


est une: solution de  Vejuation (101). 
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La (111) est pour y une équation © du même genre de l'équation 
proposée. Elle pent prendre un nombre infini de déterminations, sui- 


‘vantla valeur qu’on donne à la fonction «; cependant, toutes ces déter- 


minations sont équivalentes entre elles. L’équation (111) sera dite /a 
Première trans formée de Laplace de l’équation donnée. 

Nous n’insistons pas sur l’invariance de cette transformation par 
rapport aux transformations (12) et (16) du n°93; ni, non plus, sur les 
divers cas particuliers qui se présentent si B— 0, et dans lesquels le 
problème de l'intégration de l’équation donnée se décompose en deux 


problèmes de nature plus simple. Remarquons seulement que mainte- 
nant, aux invariants analogues de ceux que nous avons considérés au 


paragraphe II, on doit ajouter l’expression 


Ayer 
Ay4,0 


Elle ne change pas en appliquant à l'équation donnée la première trans- 
formation de Laplace [cf. les (112)], ou bien une transformation (12) 
[vou les (13)]; tandis que si l’on ie une transformation (16), 


_elle est seulement multipliée par (4) £ =, [voir les (17)]. Un système | 


autoconjugué, qui correspond à une sa (111) pour laquelle ladite 
expression soit nulle, est tel que pour chacun de ses points, l’espace Q* 
considéré au n° 6 contient (non seulement le E,, mais) le E,., oscu- 


 lateur à la courbe du système à laquelle il appartient. 


1 


62. En général, on peut intervertir, et d'une seule manière, la 
transformation précédente. 
Tâchons, à cet effet, de déterminer des quantités 


(113) pe Yoo: Yoros >» Yovos  Yoots Yours +++: Yov—a1- 


qui ne soient pas toutes nulles et telles que, si nous posons 


v ÿ—e 
(114) DE) > ype +> Yon £/"; 
4 j=0 0 
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on ait, dès æ satisfait à la (101), 
| We a EE s as : a ee 


Les conditions als doivent ete les quantités à incon- DA 
nues à 13) S ‘obtiennent aisément en éliminant las entre la (1 12): et tla 


. 
. Pn LR 


. + \ diy = rs 
v=2 PT 3 14% ye Se 
: re . aul ie ae Bia 
hit See a > Vi, ier ig ire = Ly jen 201), i 
HE j=0 Volets à ; TL ETS ONE 


eten comparant avec la (101) I dquation obtenue ainsi. ae: supposant nt 
pour simplifier Avot 7 aaa te qui ne diminue en rien la :Bénéralité es | 
CE RES 5 


€ (i 16) 1 ae | & nr Na SR a VER V5 a FOUT Es = à MST : 
ety eee k=O; seh TO tye pee [orca Bop RO ers ae 
(po de Jd Fr « = 1, 9, 055 Bit fy 5 ee 
Ë j Hat aby fe 0 Len cy ne a i 8 "RTS ee 
: (x 17) Prive 4 Av, 4 Daw = on APR = =I, 2, PC 291). a 5 A 


Bh Les formules déterminent les vu de Te en ph, 


| TPE que, pour qu ‘le en Sit ainsi, il ost nécessaire ae sante) a Pe 


que les quantités (x 13) satisfassent au ee suivant : ey eae has Be, 

CE = J ei | rss Fa oe anes , * 2 L “4 x mY 38 , 
RER ae pe Ss I 8 24 on D ie RE { pour. Î=v—2, y — 3, si wy ve Ws £ eee ges. 
wt, oa at a= 0. ~ > i ’ : ee if vu pil 4 oh ay Vie s 


hs dans sel les Hate ree dont Fes J est négatif, sont identi- | 
 quement nulles. Les T;; se PAVAPERE de proche en ug avec les for- ch Fe 


mules ©". Le RER EC 
à To + Aer | is \ f ee” N : È ; nd = ad “ 
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LE bot 
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29 quantités (x 13); en général, elles détermineront d’une seule facon 

a rapports mutuels de ces inconnues. Par suite, la fonction , pour 

laquelle les (115) coexistent en vertu de la (101), est Hit par 
- la (114), à un facteur arbitraire près. 

Les (115) (dans lesquelles les y, ont été déterminées comme on l'a 
dit) sont 2y équations linéaires dans les 2y quantités æ/*. En général, 
on pourra les résoudre par rapport à ces nues et l’on obtiendra 
des our la forme ae ; 


Es ie * x ste Ns v—l 
1e a | prec. L a Si = ed Broo? zh, 
™ re PE ue) Re | + LRA ge : 
VE MES ; 4 à CUS TA 


— 


ese : 2 


à iminat lax entre ces équations, ¢ on obtient une relation du type 


PL on, 


ies 


: , que s Sie est une on quelconque de 
) donnée, la fonction = définie par la (114) satisfait à: 
On démontre inversement que, siz est une Sighs 
ta) la fonetion v=o détinie os la GC est 
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La (121) est une équation ed espèce vet pe 
sera cp la RE LA trans, pe de. ap e de 


den que nous avons is rapidement ébauchéo jus 
sent paragraphe. MT ONE 


a 


l 


PNR TP NS ES CRIED ER ET Ne ANT OS PCT OT PET MR AE CP PP PU MA PE PT PU See Nee DT Pe OR, 
N ‘ x af \ À ¢ 


SURFACES 


AYANT UN ds? DE LIOUVILLE ET LEURS GÉODÉSIQUES FERMEES. 
ANTIPODES GEODESIQUES. 


POINTS GEODESIQUEMENT SYMETRIQUES. 


Par M. Bertranp GAMBIER 


Professeur à la Faculté des Sciences de Lille 


INTRODUCTION. 


1. Darboux a donné le principe de la recherche des surfaces de révo- 
lution à géodésiques fermées et j'ai développé cette méthode au Bulletin 
des Sciences mathématiques Ce série, t. 49, 1925); la détermination des 
surfaces à lignes anguleuses s'impose, même pour obtenir les surfaces 
dépourvues d’une telle singularité : c’est ainsi que l’on arrive, sans 
artifice, à trouver la surface en poire de J. Tannery. En dehors des 
surfaces de révolution, l’exemple le plus simple de surfaces à géodé- 
siques fermées doit être cherché parmi les surfaces dont le ds? est 
réductible à la forme de Liouville, puisque les géodésiques (fermées 
ou non) de telles surfaces s’obtiennent par des quadratures. L’Alle- 
mand Stäckel a amorcé la question, sans résultat bien précis ('); son 
compatriote, M. Blaschke, a imprimé une vigoureuse impulsion à la 
théorie, en étudiant les surfaces à antipodes géodésiques. V'introduis ici 
la classification : points congruents géodésiquement, points géodésique- 


. ment symétriques, antipodes géodésiques; les trois espèces sont ana- 


logues, grosso-modo, soit à un couple de surfaces différant par simple 
translation, soit à un couple de surfaces symétriques par rapport à un 


plan, soit à un couple symétrique relativement à un point [nous ver- 


(1) I faut retenir ce point que, sur toute surface de révolution ou sur toute surface 
de Liouville, il y a æt géodésiques fermées, formant un ensemble dénombrable, dense 


. partout. 


L- * ' - "à 


~ 
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rons qu'il ya un moyen plus subtil de différentier rr points symétri- as Se 
quement géodésiques et des points antipodes ; il ya un cas, en effet, : ~~ 
où les couples de points symétriquement géodésiques peuvent se cor- : 
respondre dans une symétrie relative à un point, où les couples de 
points antipodes peuvent se correspondre dans une symétrie plane ( ned 
le caractére est fourni d’abord par l'étude de l'intersection avec fede 
coniques géodésiques puis par l'étude des points conjugués géodé- 
siques successifs séparant les couples en jeu]. Pour ces trois. be aie 
de points, il s’agit de surfaces telles « que les géodésiques issues d’un 
point À arbitraire. ne repassent en À qu "apres s'être toutes recoupées RP 
au préalable en A, (et peut-être aussi en A,, A;, .... Ag ids tandis se 
que, pour les surfaces les plus générales possédant æ* géodésiques | 4 28 
fermées, les a ' géodésiques i issues d’un point A arbitraire ont le seul — oye 
point A comme point commun à toutes : pour les surfaces de révolu- ts 
tion, par exemple, on peut avoir des surfaces à points congruents — Ns 
/  géodésiquement, il n'y en a aucune admettant des points géodesi- 
_-_- quement symétriques, il n’y a que la sphère qui admette des anti- 
podes. Quand les points A, A, de l'une de ces trois espèces setrouvent 
réalisés sur la surface, la correspondance (A, A,) est involutive et ss 
réalise une auto-isométrie de la surface et la distance géodésique AAS | 
est constante. M. Blaschke présume que la sphère est la seule surface 
Bie FAST fermée, sans singularité, à à antipodes géodésiques : la questio n reste OMe a a 
suspens et je signale ici un ds? particulier qui définit peut-être, in “i 
_abstracto, une surface fermée à antipodes géodésiques, n'ayant d’ autre 
| | singularité que des points isolés où deux RUES se touchent: ce eds à 
RUE ve Es re [ ds po 18) ~ ples +n) (d+ dy ie rar 
ipa ve A tt 22 E + mi p( (@ + 18) es tr, _J=n+n[p(s ste) = Ait 


ms, el |, ree est la fonction p de Weierstrass définie Lies 


He CE CC He 


CE C4 Ein 03 plant réels, e ê; ane. ei ae es, jb alex CA 20 eae ia période 
réelle, 2! la période fe jure m, n sont deux constantes | 5 so 


€*) Voir favre I, fin du paragraphe D 
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arbitraires, / un entier supérieur ou égal à 3. Le ds? (1) est défini 
sur toute la sphère E auxiliaire, de rayon 1, de do? 


OV eet plo + YE) — puit n)](dE + dn*). 


La surface (t) devrait, si m et n tendent vers zéro, tendre vers la 
sphère E recouverte deux ‘fois; la courbure du ds? (x) est, pour chaque 
r PA cd . 4 UT . s . 

valeur (6, 7), finie, positive, non nulle. Les variables £, 7 doivent 


fark: : ‘ ai" FRA ; 
rester réelles et la valeur £ = — 4 = 6 fournit le contact annoncé de 


deuxnappes. Les résultats de M.H. Weyl auraient besoin d’être soigneu- 
sement repris pour les étendre à ce nouveau ds? ( Vierteljahrsschri/t 
der Natur forschenden Gesellschaft in Zürich, t. 61, 1916, p. 4o-72). 
M. Carathéodory a écrit un beau Mémoire de 16 pages sur les sur- 
faces à antipodes géodésiques, sans signaler la classification précé- 
dente; tout en rendant hommage à l’ingéniosité du géomètre grec 
(professeur a Munich), et à l'importance ou à l'élégance de ses résul- 
tats, je me permettrai quelques critiques. M. Carathéodory signale la 
différence entre l’isométrie qui conserve ou fenverse la sens des 
angles, sans signaler que la première correspond aux points congruents 


Pcdeneiemont; toute surface ordinaire à géodésiques frise peut 
être convertie en une surface de même ds? à points congruents et récr- 


proquement. M. Carathéodory signale ensuite cette belle propriété que 
toute surface à antipodes (du type de Liouville ou non) peut être mise 
en correspondance conforme sur la sphère de sorte que tout couple 


d’antipodes corresponde à un couple de points diamétralement opposés, 


mais M. Carathéodory admet implicitement que cette corteapondance 
conforme est unique : en réalité, on a, au moins, les x‘ correspon- 


dances résultant des diverses coniques homofocales de la sphère (un 


paramètre pour l’écartement focal et trois pour le educate de la 


sphére autour de son centre); dans la pensée de l’auteur n'inter- 
viennent que les correspondances conformes biunivoques, mais on doit 


faire intervenir toutes les correspondances conformes, bitiniyoques ou 
multiformes, échangeant deux antipodes avec les extrémités d’un 


diamètre. C’est pour cela que M. Carathéodory a cru démontrer que la 
sphère est la seule surface de Liouville à antipodes ; mais cette pseudo- 


démonstration pèche par la base et doit être considérée comme nulle 
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et non avenue et il resterait à élucider si la purface (1) est tone 


Au premier Chapitre j’indique comment la méthode d’Abel pour lent) alee 


mouvements tautochrones donne les surfaces de Liouville à géodé. 


siques fermées, puis celles qui possèdent des antipodes ou des points. | 
géodésiquement symétriques; la base de la discussion est le beau ee 
Mémoire de M. G. Keenigs sur les surfaces de Liouville. Le second 


Chapitre est consacré à l'étude topologique des trois catégories spé- 
ciales séparées plus haut et des représentations conformes sur la 
sphère, sans distinguer si le ds? de la surface est ou non réductible à 


la forme de Liouville. Le troisième Chapitre donne divers exemples ; : 


_ j'y indique des procédés généraux pour déduire d’un premier exemple — 
connu, tel que les surfaces de révolution, une infinité d’autres. C’est 


dans ce chapitre que j’établis les propriétés du ds? (1) donné plus 
haut. J'y suggère aussi quelques idées sur la configuration des surfaces 
à géodésiques fermées, ayant un ds? de Liouville, et elles-mêmes fer- 


mées. La plupart doivent être équivalentes topologiquement à une 


sphère recouverte de deux feuillets, elles ont pour courbure totale 87. | 


et non 47; certaines correspondraient au contraire à la sphère recou- 


verte-une fois et auraient pour courbure totale 47; toutes seraient 


représentables d’une facon conforme biunivoque sur un D 
plan divisé par trois géodésiques fondamentales en seize rectangles ou. 
huit suivant l'espèce. J’ai enfin signalé ce fait important qu’une sur- 
face fermée peut fort bien admettre 22 géodésiques fermées, oo” géo- 
 désiques ouvertes; ou bien qu'une surface fermée à géodésiques toutes 
fermées peut fort bien admettre une région a antipodes et une région 


sans antipodes; je donne un exemple précis de cette dernière particu- 


larité produit yee une sphère convenablement mutilée. 


2. Index nue — Lafin in tome 2 et le début du tome 3 
de la Théorie des surfaces de Darboux forment un traité d’ensemble des 


géodésiques. Voici maintenant les Mémoires se rapportant plus a ou Fi 


moins à l'étude des géodésiques fermées. D'abord à I’ étranger. 


SrÂckez, Développables à géodésiques algébriques (Mathematichs Annalen, 
t. 43, 1893, p. 171-184); Géodésiques des polyédres (Rendiconti di Palermo, ts 23 


1906, p. 141-156); Surfaces de Liouville à géodésiques fermées (Journal ge | 


Crelle, t. 130, 1905, p. 89-112); Contribution à l'étude des géodésiques (Jahres- 
berichte der Deutschen Mathematiker RARES LAS 290; Pp. 121- 129). 
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RoDENBERG, Hier des polyèdres (Rendiconti di Palermo, t. 23, 1907, 
P. 107-125). 

Zour, Surfaces possédant un faisceau de géodésiques fermées (Mathematische 
Annalen, t. 57, 1903, p. 108-133). 

Funk, Surfaces à géodésiques fermées (Mathematische Annalen, t. T4, 1913, 
p. 278-301); Surfaces possédant un faisceau de géodésiques égales fermées 
(Mathematische Annalen, t. 75, 1914, p. 425-427); Sur les surfaces ayant des 
points conjugués de distance géodésique constante (Mathematische Zeitschrift, 
t. 16, 1923, p. 159-162). 

Hazzipaxis, Surfaces possédant un faisceau de géodésiques égales (Journal de 
Crelle, t. 95, 1883, p. 120-139). 

Amaia Russirano Lanza, Développables a géodésiques algébriques (Rendiconti 
di Palermo, t. 47, 1923, p. 270-272). 

ont: Sur une propriété caractéristique de la sphére (Journal de Cr elle, 
t. 154, 1924, p. 8-14 et 260). 

BuascukE, Traité de Géométrie différentielle, t. 1, 2° édition, p. 156-159 et 
227-233). 

C. CARATHÉODORY, Instruments d'optique et calcul des variations (München 
Sizungsberichte, 1926; Ueber Flächen mit lauter geschlossenen godätischen 
Linien und konjugierten Gegenpunkten (Abhandlungen aus dem Mathematis- 
chen Seminar der Universität Hamburg, t. 4, 1926, p. 297-312). 


Puis en France : 


“ 


Dargoux, Note XV du tome 2 de la Mécanique de Despeyrous, reproduite avec 
quelques suppressions au tome 3 de la Théorie des surfaces, p. 4-9. 

G. Kornies, Mémoire sur les lignes géodésiques (Savants étrangers, t. 31, n° 6, 
1894, p. 1-318). 

Hapamarp, Sur le billard non euclidien (Procès-verbaux de la Société des 
Sciences physiques et naturelles de Bordeaux, 1898; Sur certaines propriétés des 


. trajectoires en Dynamique (Journal de Liouville, t. 3, 1897, p. 331-387): Les 


surfaces à courbures opposées et leurs lignes géodésiques (Journal de Liouville, 


t. 4, 1898, p. 27-71). 
J. Tannery, Bulletin des Sciences mathématiques, 1892, p. 190-192. 
B. Gambier, Bulletin des Sciences mathématiques, 2° série, t. 49, 1925. 


CHAPITRE I. 


SURFACES AYANT UN ds? DE LIOUVILLE ET LEURS GEODESIQUES FERMEES. 


1. Généralités. — Soit un ds? quelconque, Bdu° + 2F du de + G de? 
et une région R du plan (u, ¢) où ce ds? est défini, positif; dans R, je 
trace une courbe y fermée; sur une surface S, représentative du ds?, 
donnée ou inconnue, la courbe C, qui a pour rage y,aune eur 

Ann. Ec, Norm. a 3); XLIV. — JurLLET 1927. ’ P 28 
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d'arc et une courbure géodésiques connues grace a +e forme aint soit ie x a 
la longueur / dss choisissons C fermée, de longueur L, telle de plus | a 
AL 
que la pourbues de C surpasse constamment la courbure géodésique ; SUR 
nous pouvons alors construire deux surfaces S, S,, représentatives _ + 
du ds, contenant C, cette courbe C correspondant à y; chaque sur- “a 
face S ou S, représente le ds? dans une région annulaire s ’étendant, ES 
dans le plan (u, e), de part et d’autre de y; la surface S ou S, comprend a: 
donc un anneau contenant C à son intérieur : il se peut qu’on puisse © ae 
prolonger S en dehors de l’anneau, soit pour en déduire une surface art “#4 
fermée, soit une surface à bord, soit un tube indéfini; nous n ‘entre- ae i 
rons pas ici dans cette HR Si C a pour longueur pl, on peut #% 
faire correspondre C à y parcourue p fois et l’anneau S correspond 
p fois à l'anneau entourant y; si cet anneau plan est fendu transversa- 
lement de façon à le rendre simplement connexe, S se trouve décom- i 
___ posé en p morceaux applicables les uns sur les autres, cette applica- gee a 
tion ayant, grosso-modo, une certaine analogie avec une translation. 
Si y est l’image d’une géodésique, il n’y a plus aucune conditiond = 
imposer à la courbure de C, puisque la courbure géodésique est nulle; 
les deux surfaces S et S, se raccordent le long de C, mais sont dis is 
tinctes : par exemple, prenons pour courbe C une courbe plane; les TES 
deux surfaces S et S, sont symétriques l’une de l’autre par rapport ES 
au plan de la courbe C; par une légère déformation d'ensemble, SetS, 
resteront distinctes, avec raccord le long de la géodésique G qui aura a 
cessé d’être plane. Ce raisonnement signale d’ailleurs certaines géodé- "+ 
siques exceptionnelles séparant une surface en deux portions isomé- “À 
triques ; dans ce cas S et S, se confondent; si C devient plane, la | ca 
surface $ est à elle-méme sa symétrique relativement au plan deC.Les 
méridiennes des surfaces de révolution et leurs Tree sur : "551 
_les surfaces déformées rentrent dans cette classe.  . NE 
Supposons maintenant réalisé un ds?, défini, positif, Lee se Lg we 
region R du plan (w, ) et tel que les dass aient pour image sur 
ce milan des courbes fermées contenues tout entières dans Ret n’ayant tas 
aucun point commun avec la frontière de R; le raisonnement appliqué - 10 
à une telle image y nous donne une surface S (comprenant au moins : a 
un anneau) ayant æ° géodésiques fermées, coupant toutes C; on sait, Ba 
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d’après les travanx de M, Hadamard, que cet anneau ne peut avoir sa 
courbure totale négative constamment; il peut, par exemple, contenir 
une région à courbure négative; il peut avoir sa courbure positive 
partout. Silasurface S ne correspond qu’a une fraction de la région R, 
on sait, comme je l’ai montré au Bulletin des Sciences mathématiques 
en 1920 et 1921, que S a un bord ligne d’arrêt ou une arête de rébrous- 
sement; les courbes y, images géodésiques, qui, dans R, viennent 
couper l’image du bord ou de l’arête, donnent sur S des géodésiques 
ouvertes formant un système æ?, d’ailleurs comme les géodésiques 
fermées; c’est pour cela que je n’aime guère la dénomination : Fliche 
mit lauter geschlossenen geodätischen eee , employée par auteurs 
allemands; le mot lauter est évidemment à supprimer. 

Zoll a donné un exemple précis de surface de révolution fermée à 
géodésiques toutes fermées, possédant une zone à courbure négative. 
Cet exemple, avec des notations plus simples que celles de Zoll, de 


façon à bien mettre en évidence que la surface est d’un seul morceau 


analytique, est défini par la méridienne 


(1) nerd ete VC + S cos! nsinn) — sin?" dn. 


Le paramètre y variant eo à on a une portion de méridienne à 


concavité toujours tournée vers l’arc de révolution; mais, y variant 
de o à —, on obtient deux points d’inflexion sur la méridienne. 
D'ailleurs on peut fabriquer à volonté une infinité d’exemples de cette 
espècé, puisque l’on peut se donner arbitrairement l'arc de méridienne 
partant de l'équateur et rejoignant l'axe, d’un côté de l'équateur; la 
seule restriction est que, sur cet arc, aille constamment en décrois- 
sant et que le coefficient angulaire de la tangente à la méridienne soit 
majoré par une certaine fonction que j'ai indiquée. Sur l’exemple de 
Zoll, la surface n’a aucune singularité et les géodésiques font un seul 
tour sur la surface. Cette Lanta a d’ailleurs beaucoup plus la forme 
de poire que celle de J. Tannery. — 

Si la courbe G a une longueur L, sur l'anneau $ les géodésiques 


font un seul tour et deux géodésiques fermées se coupent en un nombre 
constant de points, pair, bien entendu; si C a la longueur pL, 
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à 
p entier >1, un point « de y à P correspondants A, un ARTE a 
toutes les géodésiques fermées issues de A vont se recouper aux — < 
points congruents géodésiquement à A, à savoir A,, .., Ap. à a 
EP , à 

Si Ca pour longueur > »pentier21, iln ‘y a qu’une chose à RAS e." 
c'est que l’anneau s ne fois autour de C avant de se fermer et se 39 
compose en général de p nappes distinctes, 4 moins que le ds* n’ait des ae ae 
= 
auto-applications convenables. 4 
Si nous prenons comme pees la surface de J. AE définie 72 
par sa méridienne a 
2 ; à | eS ‘a 
(es a = C084; 3 —=4{(1— cos ? + sin SE StF cae i 

+ 2 2 2 2 

: vy 74 
re ¥ = 
nous savons que les géodésiques coupent chaque parallèle en deux ‘à 
points et font deux tours sur la surface avant de se fermer. Si done LUS 
nous considérons la surface de révolution applicable sur la précédente, = 
obtenue en multipliant par 2 le rayon de LS parallèle, à savoir + 
(3) Lease =f ere nan, | aa 
il faudra faire varier 7 entre les limites — ai et + ae Ho étant langle ae 
=a way alate ; ARTE + oe 

aigu positif dont le sinus vaut 33 la zone définie par —yoSyS+y | we 
CUT DE GE ia fan 3 Re 
contient æ° géodésiques fermées qui ne font qu'un tour autour de  _ * 
cette zone; on peut dire que cette nouvelle surface se présente plus “4 
naturellement que celle de Tannery, introduite par le désir d'obtenir a 
une surface fermée; sur la nouvelle surface, les géodésiques fermées 
ont perdu la propriété accidentelle d’avoir un point double. La 
longueur L est en effet 4x et pour la surface de J. Tannery ona pris 
un équateur de aL 27 seulement. } oes) 
. [ER 
9, re déduites du Mémioire de M. G. Komey gs. —Ily a si ans, ue 
M. G. Keenigs a écrit un beau Mémoire sur les aothees dontle ds? 
: ge 
admet 2 (et par suite une infinité ) réductions au type de Liouville. = “2 
Personne ne semble avoir aperçu que ce Mémoire donne sans effort = 
GE a 
: ell 23 

*. ats 
+ | a 

ae 
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des surfaces à géodésiques fermées. Le ds? 


© =| gs) toi llem — cos) 


où F(a), G(a) sont deux polynomes quelconques de degré 4 ou infé- 
rieur, a ses géodésiques définies par la célèbre équation d’Euler 

dr fa + dy 
VG(æ)+aF(z)  VG(y)+ aF(y)’ 


(2) 


_ ou a est une constante arbitraire; la courbe intégrale (x, y) est algé- 


brique, de degré 4, donc fermée si elle n’a pas de branches infinies. 
D'ailleurs, grace à un ingénieux mode de représentation paramétrique 
que Darboux a imaginé, les oo intégrales de (2), où a varie, peuvent 
être échangées avec les 2° coniques d’un réseau tangentiel. 


X 


Le cas des surfaces à courbure totale constante négative échoue 


puisque les images des géodésiques sont des cercles orthogonaux à un 


cercle fixe I’ délimitant précisément la région où le ds? est défini 
positif. 
Prenons l’exemple bien simple 


(3) ds? = (2 — u*— 9?) (du? + de?) 


que Darboux donne dans la Note citée plus haut de la Mécanique de 
Despeyrous (‘). Ce ds? est de révolution, mais nous aurons des types 
voisins qui ne sont plus de révolution. C’est un ds? exceptionnel, à la 
fois de révolution, de Lie et de Liouville. Les images des géodésiques 
ont pour équation (a, b constantes, U paramètre variable) 


(4) u=—Vi—asinU, g=V1+asin(U+)). 


Ce sont des ellipses ayant pour cercle orthoptique le cercle u? + 6? = 2 
qui délimite la région où le dsest défini positif; ces ellipses engen- 


(1) Quand un mouvement plan est régi par une fonction de forces U(2, y), les 
trajectoires relatives à la constante À des forces vives sont images des géodésiques 


~ des surfaces S d’élément ds? = 2(U + h)(dx?+ dy?). Or l’attraction newtonienne et 


l'attraction proportionnelle à la distance donnent des trajectoires fermées puisque ce 
sont des ellipses. L'exemple du texte résulte du second cas; une homothétie nous 


permet de nous borner au ds? du texte. 
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drent bien un réseau tangentiel; elles n’ont aucun point commun 
avec la frontière. Chaque ellipse ayant son centre à l’origine, toutes 
celles qui sont issues du point (us, V5) se recoupent au point (—: ite? 
—,), mais il ne faut pas en conclure que sur une surface de révo- 
lution S représentative les géodésiques issues d’un point A vont se 
recouper en un autre point A,; en effet, si S est représentée sur le — 
plan w, ¢, il lui correspond une fraction de couronne circulaire de — 
centre O, limitée par deux rayons faisant l'angle «; une rotation 
d'angle x, 2a, ... dans l’un ou l’autre sens autour de O donne des 
régions congruentes et il suffira que 4 soit égal à pour que (us, %) 
et (— U, ==) soient les Hit re De même point de Ss. Eetivons 
done eee 


(5) i =p cose), | v=psinw, tam weds \(dp? APRES re 


La surface S est le lieu du point r, 9, = 5 (À constante) 


{ LE mas 
| Robe. , dr* + ds*= (a — p*) de", % b= 55 ‘ 
(6) re ERMC RV RS CE SS Pas en RE te 
2 dy (a in SIC 
OY ea ee | as 
ARS Di oi à "4,200 
La valeur À = - ! donne manifestement le résultat demandé ; FRS DT = 
tient d'ailleurs pour À =~ par une intégrale elliptique et non plus ses 
_ hyperelliptique. Sur une géodesique de la surface ona : a 
ay aes — 
(5): +2 s=U+— ete +a 4 sina(U +0), Aaa l'es Be. 
- de sorte que la longueur Abu comprise entre le point U et le eke aie 
point ne est 7; or l'équateur de S a pour longueur 27A; la +a 
valeur ? À =a = = fournit, comme vérification, x. Il est bon de remarquer JE ig 
que, sur la ‘wirface): la circulation complète sur la géodésique fait.) ee a 
partir avec les coordonnées (wu, #) pour revenir avec ee uy — = #); il. {ae 
faut deux fours eis retrouver Ne 9) (! de Nr. 


“ay ba surface s obtenue pour de; about image sur le plan Ge, p) ud demi- 


; aa | 
a DA 2 


cérele ‘detit deo pour centre avec un rayon égal à a aa A transforination Usut— a a 
Yor > Fey tL CONTI 2 | à | 

| a 

ee 

| é3 q 

PLV 

À , Be 
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Donnons maintenant à ce ds? la forme type (1). J'écris 

AE T=U + Ù, Y=u—ie, - ds —(2— xy)dx dy. 

On a cette fois la forme de Lie; écrivons ensuite 

CPR TEE Cosa X, Ps X —Y=£, X+Y=n. 


On a la nouvelle forme de Liouville : 


ME Far=|. ) 4 os(2X —2Y) — = cos(EX — Y)| 
(9) ME : % | 
| — }heos(aX + 2¥) — Scos(4X +4)! [ax av, 


(10') ds? = (5 coshé — cos) — (5 cos4n — conan) (dE? — dn°). 
Enfin en posant | 
(11) "e0s2F = ¢, cos2n = 6, 
ona ie oe annoncé 
TU DES UNIT dE | Lan: 
Ce da =(5-7-(4-D-4-4h 


(33) | F(H=(E — sJoe, G(t)=(1— 8). 


V=2up, d'ailleurs citée par M. Garathéodory, revient à la transformation Z= 3? 
du plan de la variable complexe et fournit une autre représentation conforme biuni- 
yoque de la surface sur le plan (U, V); mais la forme de Liouville est perdue : on la 
retrouve par un changement de coordonnées U = : Rcos@, V=RsinQ, qui redonne 
la forme caractéristique de révolution. Les deux couples (uw, ») et (— u, — +) four- 
nissent un seul système (U, V) et la surface correspond cette fois a Vigterient com— 


plet du cercle de centre O et rayon = dans le plan (U, V). Les diverses coniques 


géodésiques mises en jeu sont : avec les paramètres w, ¢ les courbes d'images w = const., 
» = const; avecles paramètres Ë, n ou £ et 0 les courbes d'images ¢ = const. ou 8 = const.; 
dans le plan (w, ») les courbes £— const. sont les ellipsés homofocales, dont les 
foyers sont » = o,u =+1;les courbes 6 = const. sont dans le plan (u, ©) de hyper- 
boles homofocales aux Fe qui précèdent. Avec les coordonnées polaires on trouve 
comme coniques géodésiques les courbes qui ont pour image les cercles concentriques 
du plan (4, ¢) et leurs rayons. On reconnaît aisément qu’une géodésique fermée ren- 
contre tous les rayons issus de l’origine du plan (u, ¢), qu’elle peut rencontrer toutes 
les hyperboles homofocales, ou simplement une partie, et qu ‘elle ne peut rencontrer 
qu’u ‘une partie dss ellipses homofocales. 
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= Les variables ¢ et 0 sont réelles, ¢>>1,|9|<1;0na i 
Ee oe ; Fe 
5 À t cer) ; 3 ; er - 
PR ARR eee cost GERS Ae ie Berit ta an 
ee Ce “a 
vy 
— one DEU t—i1yi—0 FEES 
(04 p= TL isisin sings EE : 6 
ce 
t= ut + pee va— Nee g?)? + figs + 7 ~- 
6= u?+ 9? — V/(1— u?— 9°)? + 4e? ’ TER 
x = 
- a 7 
La région intérieure au cercle u? + v? = 2 se transforme en la région 7 
du plan wt0 intérieur au trapèze limité par les droites 0 =æ+1,1=1, = 
¢+4=4; aux points (u, ¢) et Ny u, — ©) correspond un seul Sys- Re 
tème (¢, 0). En gardant F(¢), mais remplaçant G(¢) par 1— © + et", 3 
; HAT 
ou encore 1+ ¢)+ Et + (es — 1) + et + 6,1", où les € sont suffi- 41 
samment petits, nous faisons perdre à F(t) la Dr d’avoir deux ne. 
racines communes avec G(t), de sorte que le ds’ ne sera plus de révo- a 
lution; le nouveau domaine 7 = ‘ ae = 
(15) G(t)G(8)<o0, — [F (4) G(9)— F(8)G(£)]G(t)<0); “ea 
où le ds? est défini, positif, se trouve limité par des courbes dépén- . ~ 15 
dant des € sous forme algébrique, entière, rationnelle; donc, pour a 
les € suffisamment petits, le nouveau domaine est voisin du premier ‘et’ as ak 
les nouvelles images des géodésiques, voisines des premières, n'ont a 
pas de point commun avec la frontiére. Notre but est atteint. CLIN 
Il serait sans doute intéressant de dénombrer tous les ds? (1) jouis- . = 
; L Fa 
sant des mêmes propriétés que ceux que nous venons de former; cette cn É 
_ discussion a été évitée grâce à un premier exemple simple; elle devrait LT 
& 
utiliser ce fait que la substitution a | 5 
, Fs : ’ 
; x 2 0 TN 
*£ («, pee, ay + b\ | te 4 
Cx+d cy+d ; {a 
est possible et permet de donner à trois racines de G des valeurs arbi- = 
traires; on peut aussi remplacer F et G par AF + u.G et u.G, où A et iss ay a 
sont des constantes arbitraires. Ces transformations ne changent pas — #6 
le ds’, mais d’après le théorème de Dini, on sait qu’à tout ds? de x 
Liouville, |: : 22 CS EEE 
(U — V)(du?— ds?) : Leas Co an 
: De + +9 


a TE 
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correspondent a nouveaux d? de Liouville 


(ayes ver) du? dy? ) 


aU+B. aV+B/\aU+B aV+B 


ayant dans le plan (x, 6) mêmes images de leurs géodésiques; «, 5, 
«, 6’ sont des constantes arbitraires qui n’interviennent, en réalité, 


B 


= R a! —oa ! g nets 
que par => parametre de forme et See paramètre d’homothétie. 


Appliqué ici, le procédé revient a remplacer F et G respectivement par 
a’ F + 8’G et aF + 6G; ily a une discussion complémentaire à faire 
pour les régions. 
Un artifice complémentaire réussit encore : si le type (1) réussit 
pour un choix particulier de F et G, le nouveau type 


1 : : ‘ F(z) ae | dx? m°dy? ; > 
Is? — ’ 
ve sn eae G(y) oe Gy | 


où m est un nombre commensurable, arbitraire (positif), réussit 


encore, car les régions où le ds? est défini positif sont les mêmes, et 
la nouvelle équation des géodésiques 


, RS NP ON EMA SE 
a | VG(æz)+aF(x) VG(y)+aF(y) — 


L: 


H 


s'intègre encore algébriquement, avec intégrales fermées ; mais le nou- 
veau ds? (1°) n’admet plus qu’une forme de Liouville. 


3. Géodésiques fermées, coniques géodésiques. — Nous étudions donc 
les ds? de Liouville, ; 


(1) dst faa) + B(y) (dat+ dy"), 


où a(a) et B(y) sont des fonctions définies et continues dans un 
_ intervalle déterminé relatif à æ ou y; la dérivée «'(a) ou B’(y) peut 
_ admettre des points de discontinuité, où il y a une dérivée à gauche et 


une dérivée à droite. Nous prenons les équations des géodésiques sous 


la forme 
dy 


(2) Tes De peer, 
TE Va) À Vire) 


Ann. he, Norm., (3), XLIV. — Aovr 1927. ee -" 99 
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où ¢ est une variable auxiliaire: on en déduit cree 
(3) ds=[a(e) + B(y)]dt= Vale) = 7 da +\ TEL 


La première question importante à à résoudre est de savoir ce. que 


et: 


deviennent les coordonnées (+, y) suivies par continuité sur une gé 
désique J'ermée, la surface étant supposée admettre 00” géodésique 


fermées ; si (x, y’) sont les BODY ee coordonnées du point | Ae ea 


A 


départ (x, y), la substitution (x, y; x’, A] trans forme la forme de 


Liougille (1) en elle-méme; ov, M. G. Keenigs, dans le Mémoire ba 
cité, détermine toutes les substitutions qui font passer d'une forme 
_ donnée de Liouville à une autre, distincte ou non de la premiére; bien | 
aus l'auteur ait eu surtout en vue le cas où les formes a. nous 


Ca ment (' ) la une des fests (a, a ce constantes) © es aS nee 


{ æ'=ax +b, 
a )} ie ny oon 


“(My fact pe ay aS 
ae aes AH OTs 


va ) Dans le cas où le ds? aunate admet plusieurs formes de Liouville distinctes, on. 
pent obtenir une substitution non comprise dans les formes 1; IL, IT ou IV; par 
ere le ds? déjà étudié ie. — x — 3) (dat + dy?) admet la substitution ; re 


v= 2 eosw—y sinw, PE æ sin w + y cos w 


ay 
n 


a 
ae 


4 


bay» 


qui le reproduit, mais chaque géodésique est d'ebltde par une autre, au lieu de. se - <a 


x 


substituer à elle-même; de même, sur la sphère, si nous prenons u un système de. 


coniques homofocales détee miné, de, que nous faisions un déplacement de la sphère = * 


‘autour de son centre, un point M et son transformé M’ SRB par rapport au système para 


homofocal primitif des coordonnées respectives (a, yy! oa ") ne se’ ‘déduisant pas les | ie 


unes des autres par les substitutions du texte; mais les PAPA EES se sont échangées 
entre elles. En tout cas, si le ds? n'a qu'une forme de Liouville, écrite sous la 
forme [9 > ( ue +- P)— Y(u—v)] du dv avae les notations de M. % Renee’ AE a nee 
- la substitution ; See 


Hr ay+d, yesaxa ou ER g'=eauté ee 


Y 


qui garde la forme de ‘Liouville; le résultat du texte en découle. Ceci prouve encore | 


Td 


qu'il y aurait lieu d’étudier spécialement les types de M. G. Keenigs, comme je Yai dit. Ve 


. au paragraphe 2; mais la méthode suivie au paragraphe 3 ne peut les laisser échapper, 
grâce à ce fait que ne géodésique doit se substituer à elle-même. à 
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ae à Remplacer x pat xh et ÿ par Y + où À et ». Sont des cons- 
_  tantes, permet de supposer ) =¢ = 0 quand a est différent de +1; 


_ oraA 1 ne peut répondre a notre but (auto-isométrie de la surface, 


échange de chaque géodésique avec elle-même). En effet (1), pour 
i's auto- -isométrie, entraine 


re ee 


alana ie, (ay) =P 
ae où f(a) est une certaine fonction as as l'équation (2) en x et y est 
EE HS par | i | 
& + “ (2 ) | dx FPS dy 


Var + a Où © VEO) + ECO 


Pour avoir la méme équation, il faut supposer a? =1, flay 0. 
Cela justifie notre assertion; (II), (III), (IV) se traitent de façon 
> semblable [on peut, d’ailleurs, par deux tours réduire (II) et (IV) 
oe un cas en de (1), (æ, y3 @a, a’y) et (IIT) par quatre tours 
— ~~ à(x, y; atx; a*y}]. Nous devons donc supposer @ = + 1 Où — I, et 
- grâce au remplacement de v en æ + À et y en y +, nous n’aurons 


x 


__ à envisager que les cas suivants, où a; b sont des constantes non 
: peus pour (Ly: | 


pes ree x DR 
a. 
ADN T EVE M 
à . MUR ET x'= x + a, 
A)? ; (Ay) | apes 
; nae = hha ye. 


. Le cas & = x, p: — y +ane diffère de (A,) que Lei un changement 
de notations. Pour (Il), nous avons | 


! 


er | : : Sree | B ee 
2 : , CR aaa NT (8) l v= — y; A ( 5) yay 
ats een qu) donne seulement 
aes - y _ oS ; ; b ie 
Le type (IV) donne : 
eens Aad = gy oa, æ'=E6y, 
; TI ee (D) À us 


> A ee et dre 


is 
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Montrons de Hi que (A,), (C), (D,), (D) ne peuvent « exister. ae 
Pour (A,), il faut d’abord, avec une constante c, | de te eer 
a(@+ a) a(n) +e, Bi +2) =BU)—8 + ne: zi 


et comme chaque géodésique doit se substituer à elle-même, lac cons- 
tante c est nulle; « a donc la période a et 6 la période. b; les équations 


(5) | = : Sie ; dx bist an PE dy a , ‘ $ a * os # € 2 ; 
| Sey: Va(z)—h VEN +A HT 
montrent que a(x) — h et Bly) +h ne peuvent s’annuler, sinon & as 4 


et y oscilleraient entre deux limites fixes et ne pourraient, au bout: 
d’un tour, s ‘accroître des quantités fixes a et 6; un tour complet 2 
accroît ¢ de la quantité +(A), indépendante du point de départ, en 
raison de la périodicité de. a(æ) et 6(y); supposons da >o, on Se, 
auraa>o, ieee 0; 5 aura le signe de e. On a donc (ee £1) 3 eee 


VAR en Saas ae - news RME 
EAU à eo à MORE a 

En nt <'(h), on a une A Te car on égale une quan-: 8 
tité essentiellement an à une quantité essentiellement négative, = iat 


cin y= [ =-f" £47 a aes 
eer pren 2 [Ess eee 


(A, ) n’existe pas; par suite, QE non plus, 6 car r deux | tours donnent rae ee 
pour (D,) ge “te 
i: Be . al ey a=xr+a, | ytetalay bat HE 


Les cas TA (A;) sont possibles, ( comme l’a montré le ae étudié déjà 


a u?— 9? (du? + do), 


(A,) est réalisé pour une surface de révolution, ou encore pour | les a. ; 
de Liouville de la sphère A Ae LE 


L 


[Plo ae lee à (a! + y)\(dat+ dy*); Au ss 


nous verrons que (B,)et (B,) sont possibles : : ils rentrent d’ ailleurs 


“4 
D 

4 

1 

a 

3 

4 
a 
a; 
j 

i. 
eS 
‘ ‘ 
sw 

| 

À 

É 


RP a Lo 
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comme cas particuliers dans (A,) et (A,) respectivement par deux 
tours; mais comme ils inversent le sens des angles, ils ne peuvent 
correspondre qu'aux antipodes et aux points géodésiquement symé- 
triques ; au contraire, (A,), (A;), (A;) conservent le sens des angles. 


En vertu des équations (2), (A,) exige que la fonction a(a) ait la 


période a. 
Remarquons que (A.), pour l’auto-isométrie, puis pour la substi- 
tution de la géodésique à elle-même, entraîne 


(9) er a(—2)=a(x),  B(—7)=6(y). 
Or, deux tours, pour oe donnent 


(10) z'=—y'=— 2, Ver es 


de sorte que (C) entraine les conditions (9); (C) entraine de plus 


(11) 11 OR ans 


B(y')=B( zx)=a(z)— a. 


Le ds? de la surface aurait donc la forme 


(12) : Eel) Seely) Oa das Gy He 
et sil’on prend une géodésique 


dx? ASUS QE 
a) ; a(a)—h k+a(y)=a 


te changement de æ en y', de y en — 2’ ne peut reproduire ee 3 


tion (13) que si À = =: done (C) ne ent exister; une discussion ana- 


logue prouve que (D ) n’existe pas. | 
Finalement il nous reste, pour les surfaces à géodésiques fermées, 


à réaliser (A,) et (A,) [(A;) sera un cas particulier de (A,)]. Puis, 


si nous voulons les antipodes géodésiques, ou (B,), il faudra essayer 


de particulariser (A,); de même pour les symétriques géodésiques, 
ou (B:;) il faudra particulariser (A, ). 


Le cas (A,) (et celui des antipodes) est caractérisé par ce nu que la 
géodésique coupe toutes les coniques géodésiques x = const. et ne ren- 
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contre qu'une partie des coniques y = const., la Fonatton a( 5 ast pire 
He Le cas us ) fo eet dés ve 4 perds est Ca APTE 


rh 


« 


antipodes 0 ou ith métriques pedis LIRE HE a re os à 


Les propriétés, analytiques et géométriques se trouvent. ainsi étroi- | 
tement liées et j'espère avoir évité complètement la confusion entre 
les notions de condition nécessaire où de condition simplement suf fi- 
sante. Un scrupule est à élucider; on a supposé « a fonction Die 
de a et 8 fonction univoque de y. Or, si le point de la surface se 
déplace d’une façon continue et revient au point de départ, les coor- 
données (x, y) peuvent reprendre le même système de valeurs ouun 
nouveau(x’, y’); dans le premier cas, æetBreprennentles mêmes déter- D ae 

. minations : la démonstration est basée sur le travail de M. G. Koonigs, 


car Si (a, 8) reprenaient des valeurs différentielles (a, 5), on aurait 


deux formes de Liouville (« + B) (da? + dy? )s (a + 8) (da? +dp). 
équivalentes, ce oa exigerait, en vertu de la conservation de æ ou y, 


pee ae l on aita==a +h, pe ce k, où k est une constant, ain sors ve 


couple ie 8) “a nee sa Sn eis si We ae, se ne prit ie 
sienne. Dans le cas où (x, y)est remplacé par un autre couple (wy i 
“notre discussion donne le résultat relatif à la substitution (æ, y; 2’, y” ove We 

qui est du type (A,), (A), (As ); nous n’avons done rien oublié (aa By ae 

le type exceptionnel (2 — u? — 2) (du? + dé?), qui a été signalé ay ia 
PSE part]. Dans certains cas, il y aura avantage à exprimer @ et æau moyen th à 2 
d'un même paramètre auxiliaire ; nous MONTRES plus bas un exemple LES 


L 


a= 2 + cos9, a= ® Le sing + Snag. me 

. \ “care : i Sse ip bist 
4. Cas ott les géodésiques rencontrent id totalité des coniques | re 

La fonction «(æ) a la période a; une homothétie préalable sur le vies 
image (a, y) permet de supposer que cette période est 2m. Les. ae 

ot Bava équations ; , ~ ee, 


Gy AN ean iby 


coe ig VAR) 


STL RAR OUT ONS TN Pe) OS 


LA ar à ta aN Od 
11e NE : 
S =o 58 - 
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montrent que a(æ) — hreste constamment positif, tandis que h + G(y) 
admet deux racines entre lesquelles y oscille; si A est quelconque, ces 
racines sont simples; elles comprennent ir elles un maximum 
(absolu) de 5(y); on peut, sans particulariser, suppower ce maximum 
nul et atteint pour y = 0; ona 


Be eo et ub Ceo) a, 


Sanne toute, on doit définir pour y positif les deux fonctions 8(y) 
et 8( — y); puisque nous avons à considérer les valeurs égales de B(y) 
et 8(— y,), il est naturel de poser 


iy (Bin =B(—y) BC) =Bils) =—5 
l dy = (4) dz, Gy i= ie) des 


La variable z reste positive; à chaque valeur de z correspond une valeur 
de y et une valeur de y,; déterminer B(y) ou B,(y,) revient à cal- 
culer y ou y, en fonction de z, ou encore à calculer Y(z) et ¥,(z). Je 
trace sur la figure 1 les axes Oy, Oy, coincidant, Of et OB, aussi, 


Oz étant dirigé en sens inverse de 08. La constante A est positive et 
doit rester inférieure à la limite inférieure (positive ou, à la rigueur, 
nulle) de «(a); z variant de o Ah, y varie de o à n et y, de o à m,. Si 


l’on représente maintenant la courbe y(t) (/ig. 2), je trace encore les 


deux axes Oy et Oy, directement opposés; la courbe a la forme d’une 
eons C7 la partie ABCB'A' se ent par translation et 


ay Si (4) Ter de signe, la aie présente un retour sur elle-même, ce qui 
produit une boucle avec sins double, 
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chaque dote Aa, Ce, A’a’ étant axe de symétrie. En B, il: ya inflexion | ES 
analytique si B'(0) =0, le rayon de courbure étant infini, et inflexion ok 
graphique si B'(+o) et B’(—o) ne sont pas nulles toutes deux a 

[si B(+ 0) >0, sans égalité, le rayon de courbure de la branche BC — =. 
en B est fini; si B'(+ se = 0, ie est Le mêmes résultats | pour a a 


= : | ; ve i 


branche BA et 8’(—o)]. arene t Bit de la quantité ad’, que nous. 

appellerons 27(h), l’ordonnée et la pente de la tangente reprennent — 

toutes deux la même valeur. Il est utile, pour la suite, de remarquer — 

que si B(y)=B,(y), autrement dit si B(y) est paire, B, BY... sont 

centres de symétrie, de sorte que, ¢ croissant de ac ou =(h), l'or-. 

donnée et la pente de la tangente changent de signe [nous entendons — : 

ici la parité au sens large; ainsi, si By) = ly |. oF fonction 80) est. 

considérée comme A - : 
Donc, pour que x et y reprennent TN le piemiel: i à ee 

valeur x + 27, l’autre la valeur y, il suffit que aa’ = = 27(h) soit égale KS na 


à l’accroissement de ¢ quand x croît de 27. Nous aurons donc. | Re 4 d 
| = 7 206 

le pau hs ee cee 

(3) eel Bandas ah: eh | 
"vo Va(x)—h = wv Vie Bil) * aa ER 2 

ce qui, tenant compte des ie (2), donne | LÉ es 
: ’ ; 1% Se v oe 

ae, MT =e ila) ide YN DS al a 
(4) SPSS es ee =t(h)=-+ eee 
Jo Vh—32 2/5 Va(x)—h we > ee 

SES 

La ones de la fonction bsriodique a(x) donne Ze l'équation | NC 


¢ à 
fonctionnelle trouvée ainsi pour la somme He + (2 G yn ‘est autre. re a 


~ 


ase ee ee a ee Le 
. F ce 


(7) 


| 
=. 
y 

j 

o 
> 
‘s 
F 

7 

_ 
2 
É. 
à 
LE 
4 
Ss 
4 
3 
4 
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que l'équation obtenue par Abel pour les mouvements tautochrones. 
Si l'on se reporte au Traité d'Analyse de M. Goursat (2° édition, t. 4, 
p- 344), on obtient | 


k ENT *t'(h)dh  r(o) 
6 vo+nesi] [GAS 2, 
6 : ee pened fa ah 

(6) yey ai (b+ ids ee 


Mais il y a lieu ici de tenir compte de la forme particulière de la 
fonction 7(/) de façon à simplifier ces formules; prenons la dernière : 
on à à calculer une intégrale double et l’inversion de l’ordre des inté- 
grations donnera 


a non Note 

== So, aS SSS d' EE 

TT wal va—h ae ef V(s—h)(a—h) 
et ee Va(z) + Vz 
aoe Fer = A 


0 


On a donc y + y, par cette intégrale et Ÿ + Ÿ, par une dérivation 
sous le signe te Nous écrivons le au lieu de (5) et (6), 


AU | GER 
ay Soar Lf ae de. CEA 
Bee CA à Vala) da 

: aa 0 nes 


On peut donc se donner SONT la fonction a(æ) positive, de 
période 27, puis la fonction (sz) définie pour 3 > 0 [ou mieux, la 


fonction y(s) primitive de Ÿ(:)]. On a spécifié que a(x) + By) 


ou %(a) — 3 reste positif; cela oblige z à rester inférieur à la limite 


. inférieure de «(æ); d’autre part, il est nécessaire que y et y, soient 


définies en fonction de z, et positives ; la dérivée a ) peut s’annuler 
et see de signe. On doit done avoir 


D no et a4), 
ee cook ieee 


Ann. Ee. Norm., (3 ), XEIV. — AouT 1927. ' 30 


~ 
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Il est bon de remarquer qu'il a été commode pour nous ¢ l'écrire 


dita) + BC) + di ss see Bi 


. mais il peut devenir nécessaire d” exprimer æ en fonction de a(æ), ou “fey 

encore d'exprimer x et « au moyen d’un nouveau paramètr 2K de PRE 
même, on pourra avoir besoin d'exprimer y et 8 au moyen | d’un pe ae 
mètre Y. Cette remarque est nécessaire pour bien compre endre. que la es 
ee ne een fort es être nulle pour Fe = 0. ey propre AS 


F = ns . my ce ac va re 
LS : wi EERE oF et es 


x= 94 0089, wae sang din 


27 eae . Le Sa 
“a(h) ee 8 cosg +6 costg — 2 2 gp. AE Re 
ee ; + 


- Pour fie 0, la RÉ anne le are if est la dilferentiell de 


id 


Pia (sing Va 0089, mS + a a ; Se À ae A = 
de sorte que ES si la ve a(h) est her de sorte que as a Re 
2(0) #0, la somme 4(3)+ $,(s) est, pour infiniment petit un 
Ee grand Sur Bene wee principale, d'après QG» 


=a a. 


* ie | CE “ 


onal 


4 is ay soit be si aig & a et ‘aid 7 4 sont Fute toute ne Ke Fe 
ligne y= o est géodésique sur les deux nappes de surface qu'elle RAT = 
sépare, car, en réalité, notre analyse conduit à deux ds? distinots ca hr en 


Ratatat 


(9) [a (2) + B(x) dat dy*) et. Late) + By) de + dy) 


définis séparément pour y >0; ces deux ds? ne coincident Cant à 
quement que si B(y) et B(— y) sont les deux branches d’une | | 
fonction analytique étudiée d'abord pour y>0, puis pour ¥<0; 
_ si t(0)=0, on pourra avoir RC+ o)<o et B(—0)>0, 6g: lite A 
_ exclue, des sorte 1 y =0 n’est géodésique ie aucune e des deux > er 


+ 


ee jt et chti One Ch és à VE 


a 


\1 


" se Pi De i) 
’ 


ee, ee 


di das int ee ee 


‘ 


eh a ee YG 
‘ shh ah 
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nappes qu'elle borde. Pour construire l'anneau quia été annoncé au 
n° 1 de ce Chapitre, RIRE B(o) = 8,(0) — 0, nous calculons l’inté- 
grale er | 


(10) | on 


et nous construisons une courbe C quelconque, de longueur L et 


fermée; si B’(o) = 8(0) =o, on construit un anneau de surface 


représentant| «(a) + 6(y)] (dx? + dy?),G ayant la courbe y = o pour 
image, et l’on garde de cet anneau la portion S annulaire aussi, corres- 
pondantà y > 0; on opère de même pour [a(a)+ B(— y)|(dx?+ dy?) 
et S+S, est l’anneau demandé; si Fe LE (0) £0, on aS 
par la même construction ; l’anneau §, n’est réel que si la courbure 
de C surpasse la She géodésique de la courbe y —o sur 
le ds*, [a(a) + alee) (dx? + dy”); si si # (0) # 0, AQES 0, RARE 
analogue. 

On pourrait fermer la géodésique autrement : avec les one 
qui précèdent, la géodésique rencontre une fois seulement chaque 
conique de la série x et deux fois toutes les coniques de la série y com- 
prises entre y = — n, et y = + 4; remarquons que si la courbe Ca 
exactement la longueur L, la géodésique ne fait qu'un tour sur l'an- 


_neau avant de se a mais si x(a) a la période 7 Paks et si C a exac- 


tement la longueur ~ —, l’anneau obtenu se compose en réalité de p feuil- 


lets superposés ; si l’on ne le regarde que comme surface simple, la 
géodésique fait p tours sur cette surface annulaire avant de se fermer 
et se recoupe elle-même p —1 fois (nous l'avons constaté pour la 
surface en poire de J. Tannery à la fin du n° 1); si l’on prend une 


; | bf : 
autre courbe C’ de longueur L et non plus p? cette circonstance dispa- 


ait} il n'y a plus qu’un tour, la. géodésique se ferme sans point 
_ double. 


Supposons qu'au lieu d’ Te aa" à AUDE on n égale aa' à “a t(h)s 


ou p et g sont entiers et premiers entre eux; x, y reviendront respec- 
tivement aux valeurs a + 2pr ét.y. quand la géodésique aura ren- 
contré p fois chaque conique a et 2¢ fois chaque conique y telle 
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que —": =<y<syisiCa pour longueur L, la géodésique se ferme Mag 
après avoir fait p tours sur la ste il suffirait ici, comme immédia- se 
tement avant, de donner à C la longueur pL pour avoir une nouvelle — 
surface annulaire où la géodésique ne ferait qu'un tour avant de se 
fermer, rencontrant chaque conique y en 2q points. L'introduction de 


cette fraction F revient donc à écrire, au lieu de (7), 


€ REA A], pe 
ENO eae “de [a ye ee 
(7) dde Pf Vala) de RON oe HE LS É 
es ART RP IP OI 


Le procédé que nous venons @ ‘employer peut encore être ainsi — 


expliqué : si fs Sates : 
Re 0 + 
donne une surface à géodésique fermées, le nouveau ds? : | TESTER 

(a) eer +601(e" + Bar) ee ea a 


où a et g sont restés les mémes, est celui qui s’obtient par (7' e si le taal Ss 
premier s’obtient par (7) et (8), car les let des géodésiques ae 


du nouveau dst SORA i. yor dane rr 
wy i dy ae 
tote aciers Foret * À NES ae 

| 2 =. ae 

Nous avons ainsi le moyen d’obtenir de nombreuses surfaces rési- 
duelles et corésiduelles, comme je l'ai expliqué pour les surfaces de 
révolution, dans mon Mémoire du Bulletin des Sciences mathématiques. - 33 
Vérifions [en nous bornant aux formules (7)et(8) pour simplifier] 
que- toutes les géodésiques fermées ont bien L pour longueur; le og 4 


résultat, presque évident ici, nous montrera, dans le cas A, quiest = 
plus difficile, la méthode à suivre. Nous avons dit ques sur la géodé- es - 
ke h, ona | ae ne eee 3 ones 


Ae oe 
dis SA à tro 


eis 
are 


ao we 
- 
¥ 


7 
- EN 
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La longueur L de la géodésique est 

Gene fl i eRe [ np f ea 
| aie ‘Vala de +f VE=aLY(a) + (2) Is. 
Si Sil’ ona l'idée de Etoular de deux ae différentes l’intégrale 

(16) | feu du 


en utilisant l’une ou l’autre définition 


(17) — =; he — HO Eb a, 


0 


on aura une nl bn à calculer dans les deux cas et l’inversion 


des limites donne 


h 27 
RINE fe tog Ga, Ty a 
Se a ae Va(æ) —u [a ef TLC 
= dx a(x + fo oyale) 


3 tt dz h À 1) du 
(9) i du ioe. = fe de Ur 


0 


aie di) Va ae ds, 


_ La comparaison des derniers membres - (18) et (19) fournit la rela-_ 


tion annoncée 


Gore es L= f alata. 


Il reste maintenant à montrer comment le cas des antipodes géodé- 
siques, B,, va pouvoir se déduire de l’étude complète de A,. SiM, (x, y) 
a pour antipode M,, (æ + “, — y} la circulation complète MM,M 
ramène en Mavec les données (æ+a Ys ici, on asupposéa = 27. 
aos -avons ee remarqué plus haut ne si 8,(y)=6(y), autrement 
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dit si la fonction B(y) est paire, on a y== = y, v= Ste et rave! teroit Fe 
de la quantité ac de la figure 2 ou =(k), l’ordonnée et la pente de la Me 
courbe changent de signe; il suffira donc, pour obtenir B,, que a(æ) 

ait non seulement la période 27, mais encore la période na; la condition, — 
réunie à la par ité de 3, est évidemment nécessaire et tou ffsante. | On a, en ce 


£ 


| effet, dans ce cas, Shere egos Kot ; 


LR torres ane Vaart =i 


On Me donc les formules fon ou me en y fai isa nt Ÿ 
Ye 2 et SUPEEE a de périodicité. Wig ee nk “a eS : a 

FE Cas où les er ne rencontrent" qu't une ne fraction ds coniques 
x ou y. — Comme plus haut, 8(y) a un maximum es nous plies 6 
_ posons encore nul, atteint pour une valeur de y que n RES 

encore nulle ; de même, a(æy a un maximum À, “nécessairement | 7 

> pont, atteint pour une valeur de « x mee) nous SAR nulle a aussi. 2 ee = 


a: écris done encore 5 ree 


ti}. : iat (Bil) =6(—y);, En Re US 
x Le re ; a= heads, ie 
puis, pour dis motifs analogues, à à es ee Re 

LE mea oe NES Aa) sh 


, 


? Les plus petites racines s positives de By) + ee = oet 4, on + hse re 2 7 
_sont ee appelées n et 43 les plus petites racines putas ee à 
de a(æ)—h=o et a, (a) = — h= 0 seront appelées Ë et an pour que DE 

la re se ferme, en rencontrant deux fois pe conique que rat se 
la coupe, il faut évidemment ane l'on ait © ni RER at 


ate CM ap a ca 
+B)” Ms EROS 


Breese: ora i ae Vale, =k 


. ; : +3 cb 3 y à . iy : | Ë : by RS ee ee 
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Si il ‘on définit le nombre associé à À, par la relation 


+. 


54 nn. +. eee pea ¥ i ee on a hela, 


: 


Ë eue ; As Led 


Sp epannans: -nous ae une e fonction sh) antes définie, con- À 
Ds tinue, pour / compris entre o et A, où A est une constante positive — ica A Re ae 
arbitsaire, mais choisie une fois pour toutes. Les équations (3) sont ay 

= deséqüations fonctionnelles du typed’ Abel et donnent e+ os Pie oe pers 
ai est commode de écrire sco eae Be à : NT RER 


tr A 
a - x” 


oft De ee] 


use HOPAOEUS = a= er , 
>us avons: s done, comme e plus haut, : . 
POSE ga. sa Pe 
ss i t(h) dh | Se ; ; & sod - 4 ss ay NS sis ae a 1 k AR 
dA — Dat) ARR UE A A NS NE 
) VE-T. MONS AE Er MA an 
Fate on Y et Zi comme on a 
Sess POL ORs on doit avoir les 
L 
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av - un = ° quik L F< 
D: ticulier st à : RAS as 7 00T MEN ae 
= (1— En?) [(1 — 28*)2de*+ Gntdet], A=1, SE sam, ee 
D (E) HEART au | it arc eae an 
te + nt od EN dore 3 ae se x ae Pi = ZT, # Si, + : ‘ >: =e 
= ‘ ; & | ; ne: mn. 
“te | En général, nous aurons quatre ds? distincts, conduisant à une surface 7 
LD formée de quatre morceaux relatifs aux quatre quadrants du plan | 500 
s “4 


image æ0y, car a(æ) et «(— x) ne seront pas en général les deux ne 
‘branches d’une même fonction analytique, non plus que B(y) et ; 
B(— y); dans l’exemple (E), on a un seul ds’; le lecteur évitera aisé- 
ment les confusions que peuvent produire l'emploi des symbol eS 2,3. oan 
Nis B,(y,) ou (a) nécessaires pour l'emploi des formules d’Abel. — a 
La valeur numérique 7(0) peut étre nulle, de méme que ns dela 
sorte, sit(0)=0 et si + ‘(0) =, les deux fonctions get U, peuvent 


tir 


ET 
à 


a= 
i> 
ait 


être toutes deux finies, non nulles, pour z — 0; dans ce cas,onaune 
es OU Re RENE DU eg SON LS RE Re REPARER ee 
surface admettant y =o pour ligne anguleuse, qui n’est géodésique 
sur aucune des deux nappes qu’elle borde. Je donne l'exemple Fe a 
a t(h) = == vi Are Pos ud ce EUR TRE eS Rae 
. J i = e * a | 
Se Yee EPS ve ee | ‘oe 
ae 2=n= pp x == ES [eee i r: ie : wo 
2 ; e ’ Fe : ‘ c: . “2 A 
À 2 ‘ . : 1 TON 
qui conduit 2 à deux ds distincts. F1 + ACTE 
Enfin, on construit un anneau de surface, comme e plus haut, en. ne 
s'adressant à la ligne y =o, par exemple. ss 7 SAS 


On remarquera encore que, si (3) = vy, (3), onay=y, etl' accrois- "ER 
sement t(h) infligé à ¢ change y de signe; si, de même, p()= o(0), 2 oa 
on aw =a, et le même accroissement change æ de signe; on réalise = 
done ainsi le cas A, dont nous avions déjà un exemple par le dr, Lire = 


~ 
ee 
y 
Fe 
Dex 
sp 


1 


(3 — u— ot)(du? + det); 


il suffit de te y= UE PA et æ—x, = dans es fore : ica 
mules (6) et (7). ASE SiS 
Le cas (B,) des Ste gbodésiques. rentre nee (Ay » ce car : 4 
M(æ, y) a pour symétrique (a, — y) ou M, et la circulation MI TM hess 
ramène en M avec (a, y); il suffit ici que B(r)=8, (y), d’ oly = = 
v= Yi et que l'accroissement 7) qui fait cher x. de SE fasse & 


L 
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| reprendre à àæ la même valeur. On écrit done: au lieu de re 
AA LE RAT, Nr eee ak : i € Pe des.) 
or VRBO) | res Sah a Ne 
où ù l'on dé duit, au lieu de le (6) et Gh. | 


|| « 


7 0 


we 
Fi 


a ae : La ef ea} stat Up tia fee as Slee Matern, “ee 
CE 2 MORE : Ve en Mas ve 
Penge rer V3 ARR poser! ain eRhee AR 
=} Ps : - MES ro f 


3 vis 


jose s[ fs] PR PASS ENS 


4 Hh 46" ee = Hana, as A + on CAN LE . z * 
got E MES re ge fie: : 
( l'on constate À b n que I accroissement Lo we à reproduit 
Beas : Ss et ce i 
‘4 V x (< = kde + of va a reg A do, Se re À 
LR L = 0 si 
| ati, mais vole et eo 
à e qui consiste à calculer + PEER 
3x 
eae 4 
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: “ 1 a A 
(14) we anf er ete ne es 
ee ; Ph (Ya )du es PRE 4 re 
| Vas = elt 
On a, iP méme, i À 
3") : a 8e) =f EP 


Or, on a écrit. “and RE ida x : 
rh Res, | 
ao 


à D A a . 


CS 


On: a done le résultat elegant 


we après avoir ane Si Pan conique ) 
_ chaque conique æ qui la coupe. On aura alors a | 


ae Sai ee 


| ape? 


te + è 


ss a ay (+ her ie ; = : rok 


a wae j 


fx 10) dv = a tae) Haut V. a : a 


ee Ne ee Oe ee eee ee ee eke L 


- (a) 
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On a ici, pour longueur de la géodésique fermée, 
{ € an | 
L=ap f Vale)—hde+ op | Vo,(2,)—hdx, 
oo ; 4 AE 
+29 f VO) + dy +2q | VB: Qi) + À dy 
(20) : 0 
=apf VI Ete(e) + ole] k 


th 
+ ag f Vis Us) + da(s) Ids. 


On constate immédiatement que l’expression actuelle p[o +9, | 
ou g[Ÿ + Ÿ, ] ayant, au moyen de +(h), la même forme analytique 
que ® +, ou d +4, des formules (6) et (7), le résultat de l’inté- 


ad = 
gration donne encore la formule b= | 7t(u)du trouvée précé- 
0 Z 


demment. Nous pouvons remarquer que si les formules (6) et (7) ont 
donné le résultat 


a3) ee [x(v) + Bly) Kda*+ dy*), 


on aura, sans calcul nouveau, en conservant les mêmes fonctions «( a) 


et B(y) un ds?, | | 
Qi) ale) + BUY) Ip dt +g dy], 


4 


qui rentre dans les formules (17); car il suffit de comparer les équa- 
tions géodésiques respectives 


dE" : dy 


2a Va —h Var Biy) | 
PAPA AU Tr 


Va(ay)—h VhA+B(y) — 


_ relatives aux ds?, (21) et (21’). Les formules (17) montrent bien que 
Von doit supposer p et g premiers entre eux; on obtient, comme plus 
haut, la particularisation (A;) ou (Ba). 
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| CHAPITRE 1 IL. ue ae es Be ee 


A GÉODÉSIQUES | -FERMEES. POINTS CONIUGUÉS. POINTS | GÉODÈSIQUEN NI 


CONGRUENTS. ANTIPODES | GÉODÉSIQUES. SYMETRIQUES | “GhopésrouRs. $3 fe me A 
. REPRÉSENTATION GONFORME SUR UNE ‘SPHERE. AE à 148 en TAN Sn 
| sae iia i Sa 
: , SES Sr BG} 
4 Points conjug us géodésiques. = _ Nous considérons une surfa € = a 
hae 


oo fermées, sans nous _préoceuper eae ee ou 


We FB Se) een 
z rs È 


qui se termine au En conique tel un ve cône sae toits “ans 
le cas de ligne anguleuse, chaque nappe arrivant à la Rene og 
oi trouve arrêtée, {elle une lentille nos convexe. AFS 


de ces cure se pes en un ae pair d ae saute Le ce | ce none he 
de points communs est fixe, indépendant du choix particulier des deux — 
eS géodésiq ues, car nous pouvons passer par continuité d "une géodésiq Co 
- . 2: à une autre et le nombre en jeu ne pourrait changer ¢ que si deux géo- a 
MEN teste désiques venaient à être tangentes et distinctes, ce qui est u l 
tradiction. Ce nombre constant est aussi celui où se coupen deux 

_ géodésiques infiniment voisines; mais alors, soit. une géodésique G ays 
Sa fermée quelconque et un point arbitraire M sur G: Ma2k conjugués 
| géodésiques successifs, M,, Ms, ... Ma 7 Mais celui de rang 2k, Meg Es a 
coincidant précisément avec M, se trouvant indépendant de l'orientation Lie ee 2 
au départ de la géodésique issue de M; ce serait évidemment une façon, 2 
assez difficile, de chercher les surfaces à géodésiqu es fermées. Quand mah 
_ le point sou arc MM, deG, les Roget a one de ARS crivent 
les arcs M, Me oe 


= tle ar ut ae Polat d PPT ate ‘doe eos 
fermeee, Si les ee hte font ae tours ue de i ie | 
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branches issues -du point double w; à g correspond une branche g’ 
de G’, infiniment voisine de g, coupant g en deux points conjugués 
successifs encadrant © (l’un pouvant coincider avec ©), et coupant g,, 
sous un angle non infiniment petit, en un point voisin de sur cette 
branche g;; donc, deux géodésiques quelconques auront cette fois 
2(k +p —1) points communs. On peut, d’ailleurs, transformer très 
simplement la surface S en une autre E applicable sur elle, telle que 
. les géodésiques n’aient plus de point double; en effet, on tracera une 
courbe plane ou gauche F, fermée, de même longueur que G, mais 
sans point double ; la surface &, telle que l corresponde a G, et appli- 
cable sur S, répond à la question. J'ai indiqué le procédé équivalent, 
au paragraphe 1 du Chapitre I, beet les surfaces de révolution, en 
supposant que Gest l’équateur; sur, il ne restera donc que 2k points 
communs à deux géodésiques. et mais & admettra des auto- 
applications, car elle correspond à S recouverte p fois. 

Le cas des antipodes géodésiques ou des symétriques géodésiques 
correspond au cas où, avec les notations qui précèdent, le Æï"° conju- 
gué M, de M est fixe, indépendant de l’orientation au départ de la géo- 
désique issue de M; si la surface S est fermée (et à géodésiques ouvertes 
ou fermées), sur chaque géodésique issue de M, prenons le £°™° con- 
jugué de M; ce. point décrit une courbe fermée; il serait peut-être 
intéressant d'étudier les +? courbes ainsi tracées sur S; chacune se 
réduit à un point, dans le cas de surfaces à antipodes ou à symétriques | 
géodésiques, ou encore, dans le cas où # est pair et où la surface est à 
géodésiques fermées, pour une valeur convenable de ce nombre pair, 
_ car on retrouve le point de départ même. 
 Appliquons ces notions aux surfaces du type de Liouville à géodé- 
_ siques fermées; pour le type A, et les formules précises (7) du para- 

graphe 4 du Chapitre I, chaque géodésique, obtenue en fixant /, 
donc dépendant d’une seule constante arbitraire, admet pour enve-_ 
loppe la conique géodésique y = 7 et la conique y = 7, qu'elle touche 
chacune en un point; autrement dit, deux géodésiques de cette espèce 
_se coupent seulement en deux points (pourvu qu'elles n’aient pas de 
point double, ce que l’on peut réaliser) : chaque point M de la surface 
donne donc lieu à deux conjugués successifs M, et M, = M; le pre- 
mier M, varie avec Ee orientation. départ, le second coincide toujours 
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avec M. Si le type A, dégénère en B,, cas des antipodes géodésiques, 
le point M, lui-même sera fixe et toujours premier conjugué de M; 2 
“c’est ce que M. Carathéodory a démontré par le calcul. Jai indiqué FE 
une généralisation, avec les formules (7’) du paragraphe 4 déjà cité : a 
la géodésique fait p tours autour de la surface, touche g fois chaque me 
conique y = nou y = —7,; il a done cette fois 2q conjugués géodé- a 
siques, celui d’ ordre 2q coincidant avec M; deux géodésiques fermées 
_ se coupent en 2(p + q —1) points; on peut ramener p à l’unité comme . 
j'ai expliqué; le cas des antipodes conduit de même à un antipode qui 
est le g% conjugué de M, indépendant de l'orientation du départ. 

Le cas dénommé (A,) conduit à des résultats analogues : avec les 
formules (6) et (7) du paragraphe 5 du Chapitre précédent, chaque 
géodésique fermée G a pour enveloppe, si À reste fixe, les quatre — 
coniques æ — € ou —Ë,, y=7 ou — n,; deux géodésiques fermées © 
_ quelconques se coupent en quatre points; le nombre & est donc égal 
à 2. Pour le cas (A;), ce résultat subsiste, à condition de parcourir 
deux fois la géodésique ; donc, pour (A,), sur chaque géodésique _ 
on a les conjugués successifs MM, M,M,M qui font le cycle complet; 


~ 


pour (A,), on a simplement MM, M, de sorte que ce cas (A;) estama- > 
logue à A,; cela explique pourquoi le ds? =(2 — u? — &)(du? + de?) Er 
rentre, suivant la forme de Liouville adoptée, dans le type (Az) 005-5 ae 
le type A ,, mais jamais dans (A,). Dans le cas des symétriques géodé- _ PRE 

_ siques, on a un cycle MM,M,M,M où le point du milieu est lui-même 2 
indépendant de l'orientation de départ en M. L'introduction des 
entiers p et q, faite aux formules (18) et (19) de ce paragraphe 5 MES 
déjà cité, donne sur chaque géodésique fermée G correspondant CR 


un h constant, p points de contact avec chaque conique w= | 
ou —£,, q points sur chaque conique y= où —7,; done, le 
nombre & est égal à p+g; conclusions semblables à celles qui 
précèdent si l’on obtient comme dégénérescence (A,) ou (Bs). VE 
De toute façon, il n’y a que le cas des antipodes géodésiques, 5 
avec P=q7=1, qui donne une correspondance entre upie points 
conjugués successtfs. à : 


2. Auto-isométries. Représentation arabes Prenons une sur- 
face S, dont le ds? est ou non ab type Be: telle sta Le géodé Lee 


~ 
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siques issues d’un point quelconque M concourent toutes de nouveau 
en M,; les résultats classiques sur les enveloppes de géodésiques 
prouvent que la distance MM, est constante, quelle que soit la position 
de M sur S, puisque la correspondance (M, M,) est une auto-iso- 
métrie de la surface; je renvoie au Traité de Géométrie différentielle de 
M. Blaschke (t. 1, 1"° édition, p. 155-158). 

M, M, sont done, sur chaque géodésique qui les joint, deux points 
conjugués, peut-être non consécutifs; les géodésiques concourent 
en M,; donc, M, étant un point quelconque au même titre que M, ces 
géodésiques doivent se recouper en M,; supposons que M, soit en 
_ coincidence avec M. De la sorte, un point M de la surface a, sur chaque 
géodésique fermée qui en part, 24 conjugués successifs, celui de 
rang 2k coincidant avec M lui-même et celui de rang & étant fre 
c’est-à-dire indépendant de la direction de départ. | 

Que la surface S soit ou non fermée, découpons sur S un anneau de 

surface entourant une géodésique G fermée et soient L et L, les deux 
bords de cet anneau; nous supposons que S a deux côtés bien distincts, 
au point de vue réel. Il y a donc deux cas à distinguer, suivant que / 
est pair ou impair, | 

Soit le cas de & pair: je fais la figure (fig. 3), en supposant = æ, 


Fig. 3, 


, 


uniquement pour simplifier la figure, car la valeur précise de # ne 
joue aucun rôle; marquons les deux géodésiques G, G’ et les couples 
homologues M, M,; M,M;M,M; la géodésique G partage l'anneau S 
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FU en deux régions; M’ et M; sont dans la méme, et cela a pour TA de. ye 
conserver le sens des ‘aris nous pouvons supposer que, dans l’auto- s < ‘54 
isométrie de la surface, L soit à elle-même son homologue : en effet, 
on prendra un point B arbitraire et une tangente Bt arbitraire aussi, 
puis les homologues B, et 3,t,; on trace un are partant de ig tangen- 
tiellement à Br et arrivant en 6, tangentiellement à a Bu Le cet arc, réuni 
à son homologue, constituera L; se construira. de même. L'an 
neau LL, peut ensuite être mis en correspondance, biunivoque, con- y 
forme avec un anneau plan AA, bordé par deux circonférences concen- Ae . 
triques À et A,, qui correspondent respectivement à Let is ; le rapport 
des rayons À et À, est déterminé par une certaine équation transcen- 
_ dante que nous indiquerons plus loin; la correspondanceconformeMM, Er 
_ de l'anneau S$ sur lui-même entraine une correspondance conforme Pepa Gar 
. de l'anneau 2A, sur lui- -même, conservant le sens des angles et chaque _ 
bord; la correspondance MM, est supposée biurivoque. involutive : ne 
correspondance ty, possède les mêmes propriétés, de sorte qu ’elle se 
réduit à une rotation, d’amplitude +, autour du centre. Mais alors, ae sale 
la transformation de variable complexe Z= 3 remplace les deux 5208 
points u, u, par un seul (X, Y); le ds? de la surface Sa done pris JO eee 
forme ÎCX, Y)( dX? + dY?), et la surface S représente deux fois ce ds; À 
_ nous pouvons trouver une surface S, ne le représentant qu’une lois; % 
cela revient à fendre transversalement l'anneau S par une première ‘hig 
Wie ot, - coupure et par la coupure homologue, de sorte que chaque géodésique — 
RU _-  fermée soit partagée en deux troricons égaux et il suffit de construire 
une courbe C, plane ou gauche, fermée, de longueur égale à un de ces 
ARTE tronçons (puisque toutes les géodésiques ont la même ‘Tongueury: il'en,2 028 
ig y à de même des tronçons) et correspondant à l’un d’eux; la surface SE 
s'en déduit. C’est le cas des points géodésiquement congruents. Rien È FE 
d essentiel n’est modifié si les géodésiques issues te se recoupent Re 
en M,, puis M,,:.: et finalement M,_,, avant de revenir en M, pourvu — 
que M, soit toujours conjugué d'ordre pair de M: l’anneau Ay sera 
soumis à la transformation Z = 3? qui remplace M, M,, ... > MAS PARES 
un seul point y, et l’on construira de même une surface seh siplivebies 
sur S, un seul point de S, correspondant à M, M,,:...,M,,. Cette 
circonstance à été prévue au paragraphe ! du hanks, LE c'est un 
accident banal. 
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3. Antipodes. — Le cas le plus intéressant est donc celui où 4, rang 
de M, comme conjugué de M, est impair. 
Dans la figure (fig. 4) je suppose pour simplifier  =1; nous sup- 


Fig. 4. 


posons que les géodésiques n’ont pas de point double. Comme plus 


haut, nous voyons que dans la correspondance (MM) les régions limitées 


par une géodésique s'échangent et que le sens des angles est renversé. 
Nous traçons une ligne L entourant G sans la couper, puis la trans- 
formée L, ; l’anneau LL, peut, comme plus haut, être mis en corres- 
pondance conforme biunivoque sur un anneau circulaire plan AA,. Il 
est essentiel de remarquer, comme au paragraphe précédent, que le 
rapport Ë des rayons de À et i, est déterminé par une équation transcen- 
dante. heme 

Je fais ici une digression pour élucider ce point et je donne une 
démonstration directe de cette propriété, empruntée au cours oral de 
M. Picard à la Sorbonne. Supposons, pour simplifier, que l'anneau LL, 
soit déjà mis en correspondance conforme biunivoque sur une certaine 
aire (s) à connexion double située dans le plans = x + vy (fig. 5). I 
s’agit de représenter (s) d’une façon biunivoque sur une couronne C de 
rayons R et R’ du plan Z=X+:Y. Cette représentation conforme 
s'effectue par la formule 


Det CAEN Bye Her ut 


où P et Q sont des fonctions harmoniques convenablement choisies 


de æet y dans l’aire (s); P est uniforme et Q augmente de 27 quand 


Ann. Ee. Norm., (3), XLIV. — Aout 1927. 32 
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‘on tourne autour du ZOO 0. intérieur . dans un sens 
si G(a, y) est la fonction de Green relative al’ aire (s) et au 


Era à 
Pr hee ws 
ANTON A 


ner D. 


ona a ductile fondamentale pour une fonetion harmonigue u quel 
rs congue, régulière dans Cle: ER SACS | | We 


i lied Meek SES Mu Fu oe 
(2) Dir. OOS NS "LS u(æ, ae “an Hi 
| ate ve x L+Li TRES 


o Hog Tà, . 4 à 
Li - a 


x ‘ 


l'intégrale curviligne étant “te aux contours L et fi parcourus ae 


x | 


. 


eS dG , 
‘ei dans un sens convenable, = — = étant la dérivée. suivant la normale vers 


Fa intérieur de (s); Rire cette formule a P(x, y) ee qui sont 
_ deux fonctions harmoniques régulières dans (s); la première pre end | la as 
valeur constants logs sur Let logR’ sur tak Ona ae Me Re AS: 


Ply ls a+ sus 


a C dG 1 
I ds+ - 
ALT oe Lda 2 Le dn“ 


d'où, par combinaison. simple, 


= P = Rehan PIT ae oe Re a 0e 
à (4) (ei 9)= log ae ale te ds= = ok + es Ae 2 mae 
fe ee See ee Ws ae 


Ca 


où P(X, : 7) est une certaine fonction harmonique soit it g(a, y 


ry 
é 


gO et Be Oe AE em suc de Li 
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fonction harmonique conjuguée de p(x, y); ona 


PE eT TN Oe SO 
& 
— 


QM, »)= = (toe pe y). 


La fonction g a une certaine période w autour du contour intérieur 


ee jar 


de (s); Q aura done la période © — ~ log Rr et en égalant cette période . 
à 27, on a la relation annoncée | 


“6 fs Lots = 
( ) PNR re": 


La démonstration ainsi conduite donne une condition nécessaire; il 
est hors de notre but, dans ce Mémoire, de la poursuivre davantage. 
Remarquons que l’on ne peut trouver des correspondances conformes 


de(s) sur la couronne (C) sans que & eo ait la valeur ainsi calculée, ais. 


alors la correspondance ne pourra ue biunivoque. 
D’autre part, si l’on veut éviter de faire une première He 
_ dance conforme de l’anneau de surface § sur le plan, on prend pour P 
et Q des fonctions de lieu sur la surface S, satisfaisant à l'équation 


ae 7 Er , oe + ‘ ; de 256, 


où A, est le da opérateur de Beltrami; de mème, G est la fonction 
= de Green satisfaisant à cette même équation, et si l’existence de cette 
fonction est établie, la démonstration s'achève comme plus haut. 
Bese : Revenons a l’anneau S limité par L et:L, et à la couronne Va, = 
ee a uw et u, sont les homologues de M et M,, la correspondance (4, u:) 
MN! ‘est une correspondance. conforme inverse, biunivoque et involutive, de 
l'anneau avec lui-même; on obtient cette correspondance par une 
ne inversion ayant pour pole le centre de la couronne et pour puis- 
M > sance RR’ (une homothétie permet de supposer RR’ = 1), suivie d’une 
“ rotation autour du centre; la ÉCART salut exige que cette rotation 
ait pour amplitude o our; comme il n n'y a pas de point invariant, la 
- rotation a pour amplitude x. 
Si done, nous désignons par e” la distance Ou. et par a l’angle com- 
pie ue entre | une demi- droite os et Oe le ds” de la surface S; dans le | 


qui remplace la couronne du plan (X, Y) par un rectangle du plan 
façon que l’axe des æ en soit axe de symétrie, et, par une translation 


-remplira une bande indéfinie dans le sens Ox ayant Ox ye axe de 


2 antipodes géodésiques, on peut découper sur S un anneau LL,, le À 
de centre O aussi, avec la relation RR’ = 1 encore; supposons que |’ on 


~ dans la couronne Was : bornons- -nous, sur la surface Si a l'anneau, inté- 


forme biunivoque l’une sur l'autre, de sorte qu'un couple ee ae 
ie Es 

(MM) ait pour homologue un couple d’antipodes MM, (' y TS SES 

‘que cette correspondance | comporte beaucoup: Warbitraires, car on a ee 


pu choisir ad libitum Let L sur Ss et S; ce choix a fixé L,, is puis = Be 


pouvons plus rien dire sur la correspondance | conforme hors de. 


conforme biunivoque de S sur S avec la même propriété. D'autre part, une rotation 


| deux antipodes par deux aur 
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domaine annulaire LL,, a pris | la formé: 727 Os PERS Fa LA as 
dst= f(x, y dat dy? Ye so EC 


es! 
ens 
mn: 


L'introduction dés variables (x; y) revient d ailleurs à une nouvelle a 
correspondance conforme — TE SE 


\ # 


tate 


ads 
Ver 24 


ré É 


(8) —ie+i)=r—i ia = el IT) $ ice 


(X, Y) par un rectangle du plan (a, y) [ce rectangle est disposé dé 
indéfiniment répétée (27, o) dans l’un ou l’autre sens, ce rectangle | 


symétrie]. - i | £53 se 
= Remarquons maintenant que si Yon. connait une autre surface 3 


mettre en correspondance biunivoque sur une couronne circulaire Eur 


ait R<R, d où Le R’; la couronne pete est tout entiére contenue re 


rieur à LL,, qui est en correspondance sur la région AA, : nous avons re = 
délimité sur S et S deux portions annulaires, en correspondance con 


IVe 
c'est- à-dire R’, puisque RR = — 1, et de même fixé ‘R; nousne 


(1) Si M est oansidere. comme , Phomotogue de M, M, sera celui de M: mais il est 
clair que faire correspondre M, à aM et Ma M, donnerait une nouvelle correspondance 


d'amplitude x quelconque de l'anneau plan A, autour de son centre permet d'établir | 
une correspondance conforme biunivoque de FARDERS LL sur. lui-même, romplagents, 


We ie 
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l'anneau LL, (et de la région correspondante sur l’autre surface, en 
supposant R < R); elle peut cesser d’exister, elle peut devenir multi- 


forme, elle peut rester biunivoque. Si S est une sphère, on voit que 
deux antipodes de S ont pour homologues deux points diamétralement 
opposés de la sphère. Nous avons ainsi retrouvé des résultats de 
M: Carathéodory en leur donnant une forme plus Fe et plus 
rigoureuse. | à 
Passons maintenant au cas d’une surface S fermée, de connexion 
sumple, à antipodes géodésiques. Le problème : Mettre en correspondance 
conforme biunivoque sur toute leur étendue deux surfaces fermées S. 2 
de connexion simple, ne semble pas avoir été traité; ce problème, indé- 
pendant d’ailleurs de la forme éventuelle des géodésiques, fermées ou 
non, à antipodes ou non, mériterait d’être étudié d’une façon précise. 
Il suffit évidemment de savoir le traiter dans le cas où Zestune sphère; 
ce cas permet de trouver immédiatement le nombre d’arbitraires du 
_ problème si l’on admet l’existence d’une pou solution; une pers- — 
pective stéréographique remplace, en effet, © par le plan P indéfini, — 
considéré au point de vue de la variable complexe; et la transformation . 
conforme biunivoque la plus générale de la sphère sur elle-même 
as+b 
70S ed 
du plan P, dépendant de six constantes réelles arbitraires, permettant 
de remplacer trois points donnés de la sphere par trois points arbi- 
traires : du moins, en supposant que l’on conserve le sens des angles; 
_ mais si le sens doit être inversé, le résultat subsiste, car on commen- 
cerait par remplacer À en elle-même par une symétrie autour de son 
centre. 
Supposons maintenant Sa antipodes, dans toute l'étendue de S (1); 


Aie bi SA à» 


ENNEMI) ST) AE ey AN TON IN 77° 1 


AY 


revient donc à la transformation homographique générale Z — 


(1) Il est facile de fabriquer une surface S, à géodésiques toutes fermées, elle-même 
- fermée et sans singularité, ne donnant lieu à antipodes que sur une fraction de son. 
‘étendue. En effet, détachons d’une sphère © deux calottes sphériques symétriques. 
Remplacons l’une d'elles par une calotte empruntée à un ellipsoïde de révolution 
inscrit dans = le long du parallèle limite. D’après les résultats relatifs aux surfaces de : 
révolution à géodésiques fermées, nous savons qu'on peut se donner arbitrairement 
‘le profil de la méridienne d’un côté de l'équateur, moyennant une simple inégalité sur 
la variation de la pente de la tangente; l’ellipsoïde étant intérieur à la sphère, la 


~ 
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les travaux antérieurs à ce Mémoire supposent implicitemer : 
condition remplie, bien que certaines surfaces ne la Feiueede nt p 

La correspondance conforme (MM,) sur S entraine sur & ur > 
respondance conforme (pu) involutive, biunivoque. DE on peu 

faire subir à Ÿ une transformation conforme d’ensemble telle qu'un 
couple donné aa devienne un couple de deux points diamétraleme f= 1 ee 
pps SP a qe en soit ainsi, la traneformation Ba: 


mètre aa ; ; si, de en) 13 acces nat ska le pale ai in 
version est sur a%, entre ~ et a, et la rotation nulle, parce que AOUS 
supposons qu'il n'y a pas de point invariant (bien entendu, on pourrait se 
prendre le pôle d’inversion, extérieur au segment a, conjugué ‘har- - ors 
monique du précédent relativement à a, et supposer la nn FES 
az). Si BB, est un autre couple d’antipodes de S, la droite BB, joi- ~ - 
gnant sur E leurs homologues, passe donc en un point fixe P intérieur 
au segment aa, ; prenons sur le diamètre CITE lun oul autre des deux Sas 
nue fixes P’ que ee. re RAA 


: Fan F TRE Ply Pa | D 
x, a px ee Te ae. ; 2 , es + == a pa 
Bikes ibe hey: M ms : ne are Pay Ete. 


[dans ie ndndion aa AB, : dre ee a, en nP one la 
en Q; les bissectrices de l'angle 4Qx; coupent ax, aux 
définis par (8)]. L'inversion de pole P’, qui transforme z ene 
remplace tous les « couples gg par des couples diamétralement 
il suffit de raisonner sur un méridien issu de ae ; nous Vorientons e omen 
a ee. V 1 angle (ac a, ie Ona 


tang Vv tangVs= 


Tri est réalisée et ‘Yon tr ouve de r autre côté dé l'équateur aes symétrie ES la z zone RS a 
. conservée sur la sphère une calotte (transcendante) i inscrite dans la sphère. La surfac a. Se 
obtenue en réunissant à la zone centrale les deux calottes | est fermée, convexe, san 
_ singularité. Toutes les géodésiques sont fermées; seules, celles 7 restent dans | 
zone centrale, donnent Heu à sntipoden. , EE 


Î 


a we 


alt à CE à 
\ 
\ 
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_% En appelant B', B, les inverses de 8 et 8, dans li inversion P', on a 
2 aussi 

s Bere Ai 

4 . 4 Vv fie P’a . je P' a 

3 (10) tang tangV’= ———,  - tang V, tang V, — —~ 

4 à : Pla . : Pe, 

s re. La comparaison de.(8), (9), (10) fournit 

mn :. Ace 4 È 

= (11) ray tang V’tangV, =—1. 

‘4 : : 0 Beene Te FA ¢ ‘ Le 
4 Cela prouve que B’ et 3; sont diamétralement opposés; ce procédé 
4 _ réalise finalement entre S et Ë une correspondance conforme biuni- 


voque où chaque couple d’antipodes de S a pour homolog cue un be de 
. points diamétralement opposés de X. 

Remarquons maintenant qu'une rotation d’ Ho de > (jointe ou 
non à une symétrie) autour de son centre donne * correspondances 
conformes possédant la même propriété : autrement dit S'possède æ° 
autocorrespondances conformes conservant les couples d’antipodes; en 

= réalité il y en a deux séries, la transformation identique (MM), ou la - 
— transformation (MM, ) étant le prototype de chaque série. 


Be 4. Formes de Liouville de la sphere. — Ce qui précède montre l'intérêt 
de la sphère comme surface type, fermée, à antipodes. Il est néces- 
saire de dire quelques mots des représentations conformes, non 
-biunivoques, de la sphère sur elle-même, échangeant deux antipodes 
.… quelconques toujours en antipodes. Nous allons mettre la sphère en 
correspondance conforme biunivoque avec un morceau du plan au 
a d 5 moyen des diverses coordonnées que l’on réalise avec un système de 
Bore” | coniques sphériques homofocales. Dans le cas où l’écartement focal 
est nul, nous avons le système des méridiens et RE la projec- 
ÈS tion de Mercator donne les formules 


a Sas iy Shp A ate NG 
2e ve Nera pig ree NACRE ae, CRY 
ES GU) , = A, wk \ = 7yo dY? ST 


| see an points (X, Y)et(X = oe sont diamétralement opposés; 
aan | a correspondance conforme biunivoque entre la sphère et la bande 
À ES indéfinie se entre les deux droites X = o et X= or: 
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Avec un 1 écartement focal non nul, ¢ on écrira RE 
(ue) tee) (uae ‘ ra 
Vu RE CT SNS es Need vie 
Te A) v (e—e)(es Tps 


(2) > ir PR +a (a = es) (= es), PERS Es k LATE à 
€ $ \ Co ee + RATS =f Sh ee | 
; : (€;— €1)(€s— €) La CPI PUCES MO ae 

À À ÿ sl . ? te »”- 

<a à L'an oe oe 
ae 


« 


d PEU sa du’ 
eae 4 eee 


On peut sans restreindre supposer que les constantes réelles € e Cala 


satisfont aux inégalités ekg 8 LE EUX 

(3) : ea ve ee et e— 0; se 1 ae Rs ‘ 
Si l'on prend la fonction de Weierstrass pX, satisfaisant à PAT TU 

ares PIX ZAPX en) (pX — 6) PX—@) FRS 5 Ay 


SPREE: fonction admet une période réelle 2, une période imaginaire. Mn: 
pure 20’; la relation e. — €, =1 sert à raccorder avec les OH pea? oan 
de Legendre-Jacobi : on écrira aussi © =K, w’=iK’, K et K’ étant > 


_des constantes réelles positives. Les points réels de la sphère sont. + 2% 


obtenus: en supposant, soit SE Re ARR 
PP ; : nas ‘ee is TA 
PR Ie PET EL M M ee 
(9) à is ae LE é 22 V £ €3) je PSE ES PE wear 
S0IU eg a ; s ax: DR SR TR Le 
. ES - | np TR ET ON TRS 
ee 08) P e202 eue, | : LMI € PA NN ‘oi 


Les deux champs ae variation pour (u, 2) sont iene rectangles du 
_ plan (u, ) symétriques l’un de l’autre relativement à la première bis- 
_ sectrice; la sphère représente huit fois chacun de ces rectangles; le 
sommet u == ¢ =e, donne les quatre foyers des coniques sphériques = 


utilisées. On pourra se borner au premier rectangle et nous utilise- Reena, 


= 


rons une autre représentation de façon que la représentation eee 
devienne conforme et que les coordonnées d’un point de la sphère ES 


soient fonctions uniformes de deux parte Ecrivons Se Ce aaa 
(7) w= p(w + dE) =X, v=p(v' +n)=p Li ge 
Nous ferons varier ¢ £ et 1 par valeurs réelles : are E varie de ZËTO. à De # 


à K', u varie de e, à ea si £ change de LU ou prend la valeur nou- 


. a 


4 Bre) eC 


a hee Oe 


eo ae oe ET Oe VO À ee PE 


| 
| 
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velle + 2K’, u reprend la même valeur. Quand 7 varie de zéro à K, 
e varie de e, à e,; sin prend les nouvelles valeurs — y ou 1 + 2K, 
e reprend la même valeur. 

Le do° de la sphère est alors 


(8) do?= [p(w + 1&) — p(w'+ n)](dE+ dn’). 


Avec les notations de Legendre-Jacobi, on a 


é€,— €,— k?, €4 — Cp = K'2, aK OS UIK, 

oe 1+ k? pa ard, aes 0 

(9) Ree ie ed mes TE 
= ie 1 + k? 
p(u, | K, iK') = — 3 hide 


Les coordonnées du point de la sphère sont 


y cnXcnY 1 dnX dnY I 


I 
(10) rk: aay. he en an *=% snXsn¥ 


Augmenter € de 2K’ ou X de 27K’ donne la symétrie Oz; augmenter 
7 de 2K, la symétrie Ox; changer Fen —& ou Xen 2K — X donne la 


. Fig. 6. Le 


symétrie yOz; changer 7 en — n ou Yen 27K’— Y donne la symé- 
trie Oy. Cette discussion jointe à la figure 6 montre comment la 
Ann. Éc. Norm., (3), XLIV, — SEPTEMBRE 1927. 33 


7 


$ (12), : 


les points (ar >) et (= ee Ne à 7) sont. eae oes : 


la sphère E, 
par tous les rectangles congruents dans chacune des deux représenta- 


perpendiculaire à 
dans la première série, a done, en général, une infinité d’ homologues _ ER 
dans la seconde série, et inversement (') (si la première série pro = 
vient de la projection de Mercator, ennai point de la première série à 
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sphère totale correspond d'une facon biunivoque conforme au. ur 
tangle — 2K'<E<2K'et — K£n£K,ouencoreau rectangle — K’ SESK™ 


et —2K<n<2K. L'adoption du premier rectangle revient à avoir fait ie : 
sur la sphère, pour n’obtenir sur le plan £n qu’un rectangle et non les” À ae 
congruents, l’incision schématisée a part F, CF, CBC’F, aac BCE,; ie STATS 


les angles faits, sur la sphère, autour d’un Joe, sont réduits de moitié 


2 
MALE 
WA a 


E ; . : SR ar . rosy 

sur le plan. En posan | | | Hepes LE = 
| , — aks, ARR ET eae ‘VERS 

RÉ ee EMEA 7 ‘ en. “ite TETE 
(11) ie - ESS 
Hota ts as | (Ke 21K’ Ë ao) ( Kr. et Ka] att sani), oy + 

les points (Es, Ve et (E+ Lu? ~ rs sont diamétralement opposés, | iat sa : 

De même en posant. NOR RSR SN RE ts dE ME ot 
“ ; KE. 2K ne - eae ri = 
= a Tr ee TS RSS 


æ 


En. changeant le système de coniques | homofocales utilisées, les rec 
tangles (&,, 71) ou (E., >) ont une dimension toujours égale à or à 
dans le plan, nous ferons coincider les axes de symétrie de ces Tec: ESS 
tangles, qui ont la méme longueur 27 =; nous ferons correspondre, Bir: 
les points qui ont une même image plane : cela exigera — es 
d’ailleurs que nous remplissions la bande indéfinie de longueur 2% 


tions : le rectangle subit une translation représentée par la dimension 
l'axe de longueur 27. Chaque point de la sphère, 


(1) Si les dimensions ana e les à ee commun de ous 27 sont vom Gilet | 
mensurables entre elles, la correspondance devient algébrique, et il ya un sombre 
fini, constant, de grreppondante 


PONT PNR UT AU 0 


EN où + ME, à 2 hu 2 ca Doi Se fe 
. ’ Fret * b 


eee OS ee 
sens ‘ * ¢ L \ ss 5 
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a un seul homologue dans la seconde, mais chaque point de la seconde 
a une infinité d'homologues). On remarquera que dans ces représen- 
tations conformes de la sphère sur elle-même, un couple de points 
diamétralement opposés admet, parmi les points homologues, aussi 
des couples d’homologues respectifs diimétralement opposés. Traçons 
done sur la sphère un système quelconque de coniques homofocales 
(auquel on donnera une orientation quelconque autour du centre de 


la sphère); prenons-en l’image dans une de ces correspondances con- 


formes de la sphère sur elle-même : on obtiendra ut nouveau sys- 
tème orthogonal isotherme, avec cette particularité que chaque courbe 


de l’une des deux familles orthogonales admet, dans la même famille, | 
la courbe symétrique relativement au centre de la sphère; cela nous 


donne donc, par cette opération faite soit une seule fois, soit un 
nombre arbitraire de fois, le moyen d’obtenir une infinité de formes 
de l’élément linéaire de la sphère 


(By datz gE, n) (B+ dt) 


où (€, y) et (E+ 7, — 4) donnent deux points diametralement opposés 
de la sphére; nous avons signalé, parmi elles, celles qui sont du type 
de Liouville [formes (11) ou (12)]. 

Si donc on a une surface S, fermée ou non, à antipodes géodésiques, 


toute représentation conforme de S sur & fait correspondre à l’élé- 


ment (13) de X un élément de S 
(4) — dst= f(E,n) (de + dat), 


où l'on a aussi f(£ + 7, —7)=/(G, 7), les deux points (& 1) et 
(+7, — n) étant de plus antipodes; i y a donc aussi une infinite 
de correspondances conformes de S avec elle-mémé, non biunivoques, 
changeant les antipodes en antipodes; tl y a exactement w° correspon- 
dances conformes biunivoques de S avec elle-même changeant les anti- 
podes en antipodes (cette dernière propriété a été établie à la fin du 
paragraphe précédent et résulte purement et simplement d’un dépla- 


cement de la sphère X autour de son centre). 


Supposons maintenant que S admette une forme de Liouville 


05) d=fa(t) + B(n) at + dt), 
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ce qui, en général, est réalisable d'une seule. facon, en négligeant la 


substitution (Ë, n; eat +), s'an+c)oùe=+r,e=+iet ou a, 


b, e sont des constantes ârbitraires. Si la surface S est à antipodes, on 


dispose de a et c de façon que les antipodes correspondent à (E,n) 
et (6 +7, — n). Alors chaque forme (13) de l’élément do? de Zréalise | 
une de ces correspondances conformes où les antipodes de S ont pour 


homologues deux points diamétralement opposés de x; siSest fermée 
et de connexion simple, nous nous bornons aux #° deja signalées qui 


sont biunivoques sur toute l’étendue de S et £; mais als uny a 


aucune raison que l'élément (13) de la sphère soit de la forme de Liou- 
ville. Notre analyse a prouvé sur la surface S 


4 


, annulaire ou fermée, 
l'existence d’une conique géodésique RE n=0 qu'il faut 
avoir soin de faire correspondre à un grand cercle de la sphère. 

Que faut-il done pour que l'élément de la sphère &, si S est fermée, 
soit aussi du type de Liouville : il est évidemment nécessaire et suffi- 
sant que la surface fermée S ait pour image, sur le plan (£, 7) corres- 


pondant à la forme (15), un rectangle; les conditions, supposées | 


vérifiées, a(£ + =), = a(E), B(— n)=B(m), entrainent que le côté. 
parallèle à OË de ce rectangle ait pour longueur 27 et que O€ soit axe 
de symétrie de ce eine le à ce rectangle correspond, pour Y, une 
forme a de Liouville du type (11): on connaît en effet le rap- 


port =a K égal au quotient par 27 de la dimension du rectangle Nee 


léle à On. Parmi les 2° correspondances conformes biunivoques de S 


sur 2, il faut encore choisir celle où la conique n =o a pour homo- — 


logue le grand cercle ABA’B’, qui est l’un des plans de symétrie des 
foyers F,,F,, F,, F,, car, par une rotation de la sphère autour d’un 
diamètre autre que CC’, le do? de la sphère garderait la forme de Liou- 
ville, mais la surface S DRE sa forme de Liouville. | 

Si la surface fermée S n’a pas pour image sur le plan (&, n) un rec- 
tangle ou une bande indéfinie limitée par deux droites parallèles, 
le ds? de S aurait la forme de Liouville, mais non celui do? de la 
sphère X, en se bornant aux représentations conformes biunivoques 
de S sur X. Cette analyse prouve que le do? de Mercator, auquel 
M. Carathéodory s’est borné, ne joue pas le rôle prépondérant que ce 
géomètre lui attribue. La soi-disant preuve ue par M. Carathéo- 
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dory (') que la sphère est la seule surface fermée à ds? de Liouville, 
sans singularités et à antipodes, repose en effet sur cette assertion que 
le ds?, [a(æ) + B(y) (dx? + dy?) d’une telle surface S correspond à 
Pa ant, orleds?,[ p(w + 1€) — p(w! + 7) |(dé?+ dy’), 
contredit cette assertion. Notre analyse prouve de plus qu'il doit y 
avoir sur la surface fermée S quatre points remarquables, si S et à, 
par leur représentation conforme biunivoque, prennent simultanément 
la forme de Liouville : ce sont les points qui correspondent aux foyers 
de la sphère (notre analyse jusqu'ici laisse subsister une rotation de 
la sphère autour de CC’, mais nous verrons plus bas que l’on peut 
faire jouer aussi aux coniques 7 le rôle que les coniques € ont joué, 
de sorte que le grand cercle BCB’C’ lui aussi plan de symétrie pour 
les quatre foyers F,,F.,F,,F, soit représenté par €= 0). 

Il resterait d’ailleurs à voir si la surface fermée S peut avoir sur le 
plan 6, n autre chose qu’un rectangle comme image; je ne le crois 
pas, pour la raison que je donnerai plus loin. D’autre part, d’après les 
recherches de M. H. Weyl, sila surface fermée S admet des antipodes 
sur toute son étendue, l’auto-isométrie de S, qui en résulte, doit, puisque 
S est fermée, se réduire à une égalité ou à une symétrie, accompagnée 
ou non d’un déplacement. Comme le sens des angles est renversé, on 
doit se borner à la symétrie; la réciprocité entre les antipodes, jointe 
à ce fait qu’il n’y a pas de point énvartant, exige que l’on ait simple- - 
ment une symétrie par ÉEROr à un point ne 


5. Symétriques géodésiques. — Les deux ee M(é, y) et M,(&, — 7) 
sont symétriques géodésiques. Pour 7 = 9, le point D (&, 0) coincide 
avec son symétrique géodésique; cela exige que la géodésique admette 
le point D comme point double et ait a -méme la forme d’un 8 dans 
l’espace; le lieu du point double D est la conique géodésique y = 0; 
cette conique géodésique n’est elle-même géodésique de la surface 
que si la valeur numérique de la fonction +(0) est différente de zéro. 
Si l’on songe à une courbe plane, telle que la lemniscate, disposée de 


, 


(1) Page 311, n° 24 du Mémoire déjà cité. 
(2) Au Chapitre III, $ 5, je donne un exemple où fes géodésiques à antipodes ont 
toutes un point double et la forme d’un huit, de sorte que la surface a une ligne 


invariante. 


oy 
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façon que O soit le centre et Ow l’axe transverse, deux points de ‘la 


courbe, symétriques par rapport à Oy, sont séparés par une longueur RE 
d'arc constante (tandis que deux points symétriques par rapport à | 


l'axe Ow sont séparés par une longueur variable avec la position du 


point); on a ici un fait analogue. On remarquera que les deux nappes ee 
séparées par y = o sont applicables l’une surl’autre,acausedey=y, 


et Y(3)=4,(3); on peut en effet, avec la variable 3, écrire chacun de 
ces ds? sous la forme ; | 


[o(«) pit Ne Ws ) det) 


De la sorte, si Von se borne à la nappe y >0, on 5 peut dire que 
sur cette nappe il ya oo” géodésiques fermées, venant toutes buter sur 
le bord y =o en s’y réfléchissant (égalité de |’ angle d'incidence et de 


réflexion). Si l’on considère dans le plan æ0 y une image géodésique, 


Y coupant Ow en d, on devra donc construire une courbe gauche C. 


fermée, de longueur égale af ds; au point D les tangentes à C en D, 


if 
au départ et al’ arrivée, doivent faire entre elles le même angle que les 
‘tangentes à y en d et de plus les deux normales principales à C en D 


doivent coincider avec la normale au plan des deux tangentes; on 
_ construit alors la surface S, comme il a été expliqué plus haut; sur 
cette surface S, la courbe y =o a une certaine configuration F; on - | 
doit, pour avoir la surface annoncée à points géodésiquement symé- 


triques, réduire S à la portion y >o, puis construire la seconde surface, 
_ applicable sur, issue de la courbe’, qui se correspond à elle-mème. En 
particulier, sil est plane, S, s'obtient en prenant la symétrique de S 
relativement au plan de I et les points symétriques géodésiquement — 


sont ceux qui sont symétriques relativement au plan de I’. On voit © 


qu'on arrive au mème résultat en se donnant a priori la courbe qui 
a pour image y = o. Il serait intéressant de déterminer par ses équa- 
tions effectives, et non par son simple ds?, une surface de ce type. En 


tout cas j’insiste sur ce fait remarquable que la nappey > o fournit 


une surface S à géodésiques fermées, ayant toutes un point anguleux 
dont le lieu est le bord y = o de la surface S. & 
Pour éviter tout doute sur les propositions données i ici, il est 


utile d’ indiquer un exemple aussi précis que ot Je pars pour 


~ 


= 


0 


: 


re 


7 


Ne Ru 


aw 


dia à À — d 


\ 


rte eee cb) 


ae} a ee 
4) À, a ù ud ” r 


à à ANR 


: 
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cela du ds? 
(1) ds? = (2 — 4E— 4?) (d+ dn?), 


Toute surface représentative doit avoir son image contenue tout 


entière dans l’ellipse d’équation 2 — 4£* — n° —o, Les équations des 


géodésiques sont 


FRERE Te 
2 


sin2(¢t— ts), 1 WT + sin te. 


‘ . . 5 - TT A à 
Ces courbes images sont de degré 4, sauf pour 4, = 7: où l'on obtient 


4 # T , . 
une conique; en écartant 4 = > On a une quartique proprement dite 


Le n=+Vi+h;les 
sommets de ce rectangle sont sur l’ellipse limite, et du moment que 


A rive Pee LÉ es 
inscrite dans le rectangle de côtés £ — + 


T . — .. NE 
ty 7: la quartique n’a aucun point commun avec l’ellipse. On trouve, 
sans difficulté, pour longueur d’arc, sur la géodésique précédente, 


sing (4 — =) ze ith | + | 
2 2 ; 


2 


I: 


Quand ? augmente de =, (Ë,n) est remplacé par (£, — 7) et l’arcs 
s'accroît de x. Prenons en particulier la géodésique d’image y corres- 
pondant à À =, — 0; elle a pour équation Ë?— n°(r — 7), de sorte 
que les tangentes au point double sont rectangulaires (= +1). 
Construisons C, courbe del’ espace ayant y pour image, ainsi : je coupe 
la sphère 


re nee ST dE pans oe ag 0 


par le cône (m constante positive, inférieure à 1) 

ets) PE a + (2m —1)s%= 0, 

La courbe C’ ainsi obtenue admet x0z et yO= pour plan de symétrie, 
O pour point double, avec tangentes rectangulaires : les deux bissec- 
trices de angle æ0 y; la dre principale 2 à chaque branche est Oz. 
Ceci se vérifie aussitôt, car ‘par addition et soustraction on déduit 


de (4) et (5) la PR ct paramétrique 


more 
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Pour t — 0, en prenant les radicaux positivement, on a pour vitesse 


(1, 1, 0) et pour accélération (0, 0, —2), ce qui justifie le résultat. Si 


I Se : NE : er 
l’on suppose > <m< 1, en faisant varier ¢ de o à —, on a un arc par- 


tant de O tangentiellement à la première bissectrice de xOy venant 


I . Seer yee 
rencontrer le plan yOs pour? = —; ensuite en prenant V1 — 74° néga- 


tivement, on a un are symétrique du précédent relativement au 


~ ë ome Lex x Ld Se J nf 4 A 
plan yOz et revenant, quand ¢ revient de — à o, à l'origine, tangen- 


tiellement à la seconde bissectrice de he l'arc ainsi obtenu a une 


valeur facile à calculer par une intégrale; par une homothétie conve- — 


_nable, on donnera à cet arc la longueur 7, et c’est cette homothétie 
qui donne la courbe C. La surface obtenue ainsi a nécessairement 
_yOz pour plan de symétrie, la section par ce plan correspondant à 
Ë = 0; en continuant la courbe C sur l’autre branche symétrique rela- 


tivement au plan x0z, on a une seconde nappe de surface symétrique | 
de la précédente par rapport au plan æ0z, la section par ce plan cor- 
respondant i à la courbe 7 = 0; nous avons ainsi réalisé un exemple | 
précis de surface ayant les propriétés annoncées; grace aux précau- 


tions prises, nous avons un seul ds? et non quate comme dans cer- 


tains cas et nous avons une seule surface sans ligne anguleuse, avec — 


deux géodésiques planes particulières d'image £ = 0, 4 = 0, il reste- 
rait à déterminer la région effective de l ellipse 2 — LE = =07qui 
est représentée par cette surface. Il est intéressant de confronter avec 
les constructions analogues relatives au ds? ,(2—E— n° )(dE + dn?): 


les surfaces de révolution s’obtiennent en faisant Soe panes un 


cercle ala peodoaque particulière 1 — £?— n° =0. 
CHAPITRE III. 
EXEMPLES ; RECHERCHE DE SURFACES FERMEES. 


af: Exemples déduits des sur fa aces de révolution. — Soitune ste de 
révolution connue, annulaire ou fermée, à à géodésiques fermées. Elle 


a un ds?, Sy (ae + dy? ), pour lequel le maximum de f(y) est fini 


et correspond à l'équateur; supposons-le atteint Ree y =0; une 
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homothétie nous donne la surface de révolution 


SE dst [1+ Bly) |(da+dy*), B(y)= MOO Ree 


La fonction «(a) est donc égale à 1; nous supposons que x varie de o 
à 27 quand la géodésique est parcourue complètement, sinon on rem- 


place x et y par mx, my où m est une constante convenable. La fonc- 


tion +(h) du premier Chapitre est donc 


LEON de aq oF aay re dy: 
2) t(h)=- —- = —— = pane See 2 A DEES. 
a eae NE Ne if Vir By) J, VA + Bi(1) 


Nous eens maintenant une surface du type À, (accidentelle- 
ment A; ou B,) correspondant au nouveau ds? 


Maye [a (a) + B(y)](da*+ dy), 


ou B est la même fonction que précédemment; la fonction +(h) reste 


donc égale à 


T | ere | 
53 h ne peut donc varier que de o à 1; comme on 


er 


doit fixer une constante A telle que +(h) soit définie de o à A, la cons- 


tante A sera donc prise égale à sin?m, où m est un angle positif aigu; 
le maximum de «(a) sera sin’m, et d’après les formules (1) à (7) du 


_ paragraphe 5 du premier Chapitre, nous écrirons 


| h+l=sinm,  7(h)=- > sin? m—a(v)=6, 

| ; Gen | 

= T+xt LES CR sin?m — a(—a,) =F. 
Sim a ae 


L’intégration donne 


cos?m + l 


| RTS \ ae ; EUX 
(5) e+ ay=—a(aretang a = are tane( VE de 


’ 


Pour avoir un résultat simple, prenons x = x,, d’où 


Nc Te : ee “3 Coes cos? 
(6) €=cos*m tang’z, & = sin? m — cos*m tang RS 
Ann. Ec. Norm., (3), XLIV. — Seprempre 1927. 34 
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Finalement nous s obtiendrans le ds 


AUDE 


(8) Le DURS fs Te dh js Ts 


‘use > 
or 
x 


si Von ARE ceci à la chee, sen rent du ds? de Mercato 
aura les ds? À aa aad Seer =e 


Bs vs 


par ra méridienne & oe 


ss (ro) nee H, x ile. — cos se ite sin), | 


Gk aes DA Gru e 


Comme la M ait doux | tours aura surface 


on écrira | ates beck oP gd Ne Wath Pre 
2+ sin | 


cays | nes 
% dst cost (dat +. dy* » 


En 


On aura ‘done le: nouveau as du ‘type J A, 


(3) x at . 2) [er ( | 
dE 


4 
> 4 


‘ > 


re est facile, avec les notations du premie 
équations des br Le pops (9) ou (13). 


À 
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aura, en écrivant # = sin?7, 


cost sin æ ia oe 
RTE oy == sin[(é — fy) cost bs 
ñ Sin* 7m == Sin*4 
(14) Fe 

J cos7isny . : à 
— =sin(t cosz). 
P Sind 
3 ; Me : 
2 Pour le ds? (13), on écrira encore À = sin? et avec un angle o variable 
à sinH =sinésine, | 
4 , 
À re are tan (cosi tan; ) — SS! arctang((tangé Yi 
4 (8) oF iy | go a nié ang( angronse) 
EE TT RE 
3 coOsStising STARS PPT 
J Se = in((i — 2) COSC |. 
3 VSin?m — sinti ~ : 
= | 
F- = T i‘ - ! fe 
Ces formules, pour m=, donnent encore les géodésiques de la 
4 à 
| De ou de la surface de J. Tannery: Pour le ds? (9), laccroisse- 
3 : 
§ ment =<, donné at, Put, repasser ax et y par les ménies valeurs : c’est 


La 


notre point de départ; mais I’ accroissement moitié, —— = donné à t, 
Cos 
changera, sv m n'est pas égal a= 2 xen —+et y en — y, car à oscille 
* . RER Pee TT : 

entre deux valeurs égales et de signe contraire quand m+ =; tandis 
PER T. ee ee 2 & Poe : 

que pour m= =; x peut varier de o à 27. On a ainsi un exemple du 
cas dénômimé A,; pour m prénant la valeur =; on passe brusquement 
du cas A, au cas B,; d’ailleurs, pour A, ou B,, chaque point de l’an- 


neau de surface est à lui-même son second point conjugué géodésique. 
Ecrivons maintenant, au lieu de (7), 


J (0) cos? 


Be 


(6) dt =| f(y) — Ye + dy), 
la relation entre æ et ¢ sur la sléciqué hth = = sin?:) est donnée, au 
lieu de la formule entrant dans (14) et (15), par 


cost sinpx 


WG en SSS BS 
(17) aes ; sin? in — sin? 


= sin| p(t — ¢,) cost]. 


¥ 
4 
‘ \ 


ER Lee re Hi NE A QE ON TT Ne ee ie Pee ee Cet eee 
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Si donc p est seat à D l'accroissement 2% | 


par la même valeur, mais change a de ae ms 4 ve cas 5B, des gymé- 
triques géodésiques. On a ainsi les exemples simples SES ES 


(18) 


(19) 


Il est très simple de retrouver ne — wpe de dy? RE . a 13% 


- il suffit de supposer la fonction +() constante, égale à at par ses 
_ Les formules (6) et (7) du Leesan 5 du ey I fournissent _ 


alors 


À DT vane 


bap ae | AVE 
PAs: Ps €)+9,(6¢) ==>. r+n= | Se 
Hoi pére 


L'exemple annoncé s'obtient done pour Pre Ne pe y, = = LEE 
À = 2. Un exemple un peu moins ple Ss ‘obtient en As (CA LE 


; constantes) | RAS | ; 
(ai) ( ean al oe Filey Ws 
| neVins  neVê ne 


Cet exemple est choisi de façon que y et — - ¥, soient deux branches 


_ d’une même fonction analytique, et de même x et — Dre En posant 


Que ARENA LEE 1 CEE 


on aura | 
(23) Re da (at — 1° ee am) a + (1 + ann) dr © ‘ 


’ 


Les équations des ‘geodésigiies sont i : Satis 


a -V1—hsinU, Hien ce LU CES Le 


(24) 
EVA , Ne re Renata E 


ae 


« *< * 
ih 4 
As SES 


ale a LOS PY ee ~~ 
7 : ed i LE a Ar ME 264 ed 
RC et te T « 
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déjà employé au paragraphe 2 du Chapitre I pour obtenir, par un 
autre procédé, des surfaces voisines, qui ne sont pas de révolution. 


Ce ds? (23) est du type Ay; il n’est du type A, que sim = n = 0. On 


obtient un type B,, symétriques géodésiques, en prenant — 
(25) ds* = (2 — 4t?— n?)[ (1+ 2mé)? dE + dot], 
car les équations des géodésiques deviennent 


2Ë =/1— sinU,  U—myi—hcosU—2(t— 21), 


(26) Parades 
n= Vi + hsine. 


e 


2, Cas où l'une des brique a ou B(y) est paire. — Je rappelle 
que l’on a posé 


G) BN= Br BEBE dy=H(2)ds, - dyi=di(s)ds 


Les . fonctions B(y) et B,(y,) n’ont besoin d’être étudiées que 
_ pour y >oet y, > 0; il suffit de savoir exprimer y et y, en z, = étant 


une variable positive. Si donc on prend BO)=B(—-7)omayz y. 


Cette identité 6(y)==6( —y) peut avoir lieu, parce que B est une 


fonction pazre, au sens analytique de ce terme, de la variable y : par 


- exemple $(y)==y’, pour toutes les valeurs de y (négatives ou posi- 


tives); ou bien parce que l’on prend par exemple 8(y) = y pour y 
positif, puis B(— y)=8,(y) =y pour y positif encore, de sorte que 


finalement $(y)= 7 pour y ey et B(y) =— y pour y négatif; 
dans ce cas, la parité de Best une parité graphique, obtenue en pre- 


nant pour 8 deux branches de fonctions distinctes. C’est donc ainsi 
que j’entendrai parité : soit au sens analytique, soit au sens graphique. 
Or dans les recherches que nous avons développées, seule s’introduit 


la somme y+7,, que 8(y) soit paire ou impaire : si les géodé- 


siques fermées ne coupent qu’une fraction des coniques y, cela a été 
vu. Si les géodésiques fermées doivent couper toutes les coniques y, 
le résultat subsiste, car on introduit l'hypothèse de la périodicité 
de B(y); done : B(— 7) = B(+ 7) et l’on considère la fonction ah) 


définie par 


ie Bey (TT) 
ss dy Peeled 
v3 ae elt SS =” vis 
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Il n'ya Abe encore que les sommes ds) +, (3) et FAP fue 
interviennent. Ces préliminaires posés, supposons que B(y) soit 
paire, au sens expliqué, et en mème Late que le ds? a géodésique he: 
fermées | LAINE ae 


SRE nt a eee 
es le nouveau ds? ; see i) a 
(4) d= (a) + OI + AN), Vertes) | 
où 2(B) e est une fonction uniforme de 6, au voisinage de BCoh le. nou- 

veau ds? a aussi ses géodésiques fermées ; en effet On yy aoe ae 


a RU Oe eee Ql Ss, 


a une valeur positive de 3 correspond une valeur 2 positive puis Ia “aj 
méme changée de signe; foi MON er ae eats Pt 
RE TES =¥ + 9 (81) 3 oy =-y+ 06) “(> HIDE 


iu is 


en adoptant la notation — Y, pour ‘étudier les Are de la fonction Y 


dans le champ y négatif, comme nous avons ab le Hla pour pao i of 
les résultats d’Abel; on a done PARC eg ee 2 aa 
) ais eine * Y+Y=ay= yA yy MER eas 


et cecil justifie assertion. Si a(æ) était paire, au let fe By), pea 
on raisonnerait sur a(æ) au lieu de (y); si a(æ) ét-G(y) sont RES 

paires ensemble, on peut faire la double opération; cela nous a 
permis de déduire du type (2—a? — y*)(dx* + dy?) le type plas” CAR 
compliqué (2 — a? — y*)[da* (1 + ama)? dy (1+ ony}] en pre- — = 
nant X=a+ma? et Y= y+-ny?. Si la fonction 8 est périodique 
en y, nous pouvons remarquer qu'elle reste de périodicité 7 quand on 
el petndre comme SRG de Y. Nous allons EE ceci à la sphère “a 


3, Sur en déduites de la sphere. — - Nous avons obtenu le dst de la - i à 
sphère ; 


% 


i | | dé po +2) = pln) | dee des 4 Le RE 


en variables réelles £, 43 la fonction Pio De it) est pa r 1 (au Le a3 : 


‘nl s ©, 


cn LS dt 


Py oe ae A eg 


Ck Te, VE 


+ 


me | 


(da) dst (u—e)| du*) m+ 
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4 


* ‘ A 
analytique) et admet la période + = 4K’ nécessaire de ce fait qu'une 


série de grands cercles coupent toutes les coniques £: la fonc- 


tion p(w’ + n) est paire en n et admet la période 4m = 4K nécessaire 
de ce fait qu’une série de grands cercles coupent toutes les coniques 7; 
d’ailleurs les grands cercles qui rencontrent toutes les coniques Ene 
rencontrent qu'une fraction des coniques 7 et inversement. En fait 


| ic aa 22 a PES te 
P(w +16) admet la période — et p(w'+ 1) la période 20, et cela 


tient cette fois aux antipodes. Maintenant, conformément aux indica- 
tions du paragraphe précédent, écrivons avec deux constantes arbi- 
traires m et n 


ds*= | p(w + it) — p(w!-+n)](da*+ dy?) 
e=—E+mp(o+te) y=n+np(o'+n). 


Nous avons bien satisfait aux conditions de parité et périodicité. On 
peut, si l’on préfère, écrire ce ds? sous la forme 


A( 


/ I ? 
dv? A NA leg = me una ee mure mur je 0 mu DS) ’ 
ae [re || 


ua eu ey) | 


où uw = p(w+ 1€) et e=p(w+n);on a gis SEL Les équa- 
tions des géodésiques sont 


_dt+mdu  dn+nds 


CL 
(4) u—h Vh—e 
ou encore 
Ramya —h=t, 


= ont. 
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Ces équations s'intègrent explicitement par les fonctions. elliptiques, % Ps 
il faut bien remarquer que les coordonnées d'un point de la un ne. 
sont pas exprimées en fonctions uniformes de u et 6. is ~ 
_ Sim, n sont nulles toutes deux, on retrouve la sphere; si nim, ni n Fe 4 ae 
ne sont nulles, les géodésiques sont simplement fermées, sans aucune — 5 
particularité (ni antipodes, ni points géodésiquement conjugués). 
Supposons x nul, m+ o. Nous allons trouver une particularité singu- fs 

lière; en effet, si la constante / est comprise entre e, et e;, la fonc- 

tion n p(w +18) joue comme fonction périodique de £ [période ak 
correspondant à an, aK’ correspondant à 7] et p(w' +) comme 

fonction quelconque; les fonctions o()+ 9 (Det v(s) + vy, (3) sont. 

les mêmes que pour la sphère ; d’ailleurs, » étant nulle, Y(3) =, (5 ay 

y= = y, ces fonctions étant les mêmes que pour la sphère. Cola 

entraîne bien, d’après les résultats du Chapitre I, paragraphe 4 F ; que 
l'accroissement 27(h) échange (&, n) avec (£ + 4K’, 7), mais que 
3 l'accroissement =(h), infligé à 4, échange (te ñ) avec (£ 19K’ i) 

comme pour la sphére; es géodésiques. correspondant à €;ShSe, ont 
donc des antipodes. Si maintenant on ae, £h£e,, c'est 8 quijoue comme ie + 
fonction périodique, mais non 2; cette fois, la condition de parité n’est — 
plus vérifiée pour à considérée comme fonction de a; il nya plus ae 
d'antipodes géodésiques sur les géodésiques correspondant à SR ere | 
_ Au Chapitre II, paragraphe 3, nous avions déjà signalé une propriété — 
| de cette espèce pour une surface continue, fermées sans singularité, 
mais formée par la réunion de trois morceaux analytiquement dis- 1,10 
tincts; ici, nous avons des anneaux de surface formés d’un seul mor- : SR 
ceau analytique ; il faut, d’ailleurs, signaler la difficulté qu'il yaa À 
trouver un anneau contenant effectivement une EC E de ss une et 
l’autre catégorie. Va > 
Une question intéressante se pose, c'est de voir si ce ds? RE ie 

définit une surface fermée. D'abord, ce ds? est défini sur toute la sphère 4 


d'élément(r), car à chaque point de la US ppt un n (&, DL te sa a 
déterminé dans le rectangle, (oes) LA ae 
% ee ER 


.—aK'SESaK’, | _Kénck: PRES : ae a 
et la fone (2) montre qu’en cette station (£, n) le ds? eh est parti i Be ; 
tement connu. Caleulons la courbure de ce ds?. : ae 
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La courbure totale, H, du ds* =| a(x) + B(y)|(dax* + dy”) est 


ARS: a? + eee N ge te iy 

ie Seale = Leo = 
Ici, ona 

% = p(o-+ 1), B—=—p(w+n), 

ot dt __ ip'(w + ib) pe Ae PO an) 
(7) adie Ss 1 mip'(@ + ¢£)’ stare? PET TEA 

ae rep CORTE) an Bis. Dés POS M 

~ dx [1+ mip'(o + if)? dy ~ [s+ np (a+ in) ) 
pop) | sal ee 


TF mip'(o+ Ep © np sue 


(8) H= x 
— TICES TICE 

Il est facile de voir que, dans le plan &, 4, les courbes obtenues en 
donnant a He su l'équation (8), une valeur arbitraire passent au 


point = Kk = a n = K =o, image d’un foyer de la sphère, et y ont 
trois tangentes ig En rendant l’équation entière, on a | 
(8!) = po + GE )[ 1+ mip" (@ + i) [1+ np'(o +5) 
+ p?(o! +n) [1+ np'(o! +0) \[1-+ mip!(@ + 66) F 
+ [p(w +) — p(o'+n)]|p"(o+ i)[1+ np (eo +0) P | 
= p'(@s- 0) [i mipi(e + 1E) ]*; 
— 2ll[p(@ +28) — p(o'+n) =o. 
Pour m=n= 0, on Fiirait la sphere; done, dans GP la peri indé- 
pendante de m et n se réduit à 


2(1— II p( (0 + i) —plo! PAR 
Posons 


“st 
baa +X, n=o+Y 


et et appliquons le Ut a 
(9) RE : _p(o+w! +t)=e+A,0+A, 04+ | 
© Au second membre de (9), il n’y a que des puissances paires. On a 


(ro). pio a+ t)=2Ait+ Alt. ‘ 
Ann, ee Norm., Bar XLIV, — SEPTEMBRE 1927. ; Lt 
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On aura done, en amoreant le développement de (8 Dae tS Saree ee 


(54): LA Ge Oe Ce PTS sm A,X hess HART 
.+{[2AiY +4AY+ PH InATE ES JU 6m A,X +. 
— (A X?+A,Y?+. ts A = congas J+ 6nAy ope Vee 
GA HOA, à NA ibm, X+.. J+ 2HÇAIXE + Ay LES ee oe 


PAGE 


= Comme vérification, il n’y a pas de terme du second degré; les 
termes de degré trois se réduisent à ere is oe 


GA EC 3X) 2e WAXY = vi. ne = ae ee à 


D D 


ce Wa hs 


En l'égalant à à zéro, cette expression ¢ donne les tangentes au point 


X=Y=0 pz ages pany. n=K; ee de: me : ee 
en posant - ++ à ; ax: . M Be 2 « ‘i SE Mi oi Se aL Er AT 


ONE OPUS 2 ERNST ES SE | 
Cd st ar D ks pee 


de sorte que nous s obtenons un point triple a | tangentes belle formant 
| | entre elles des angles de Go°. Sur une surface fermée, qui représen- 2 
a ae SFE: terait le ds?, la courbure totale pourrait done prendre une: valeur quel- | 2 
: conque; les courbes de méme courbure totale (pour la surface) pas- ye 
seraient toutes aux points homologues des quatre foyers de la sphère. | 
Nous verrons, un peu plus bas, un exemple de surface alg gébriqu à 
aS =a -offrant un tel point singulier, cet exemple étant donné, tion pas pour Ss ' 
CS les géodésiques, qui sont quelconques, mais au point de vue de cette — 
singularité. Il est bon de calculer I’ élément CHERE de la su urface 
tant ania et celui de sa ARR sphérique; le premier est. Ae 


é A Ae iB) deeds in en OP 
12e Pes le second, , es 
* 3 a+ Bit (a+ 8)(a" +8") : 
| ie ASIC ae dede 
Son trouvera donc aux environs de = -K’, 4 =a K ou X X=Y— ré al cu NE #5 


culer pour l’aire de la représentation sphérique k ey ee 


(3). mére Em (X®— BXY¥*) 4 n(3X2Y — 28) Hat ne 


al. Sete a ax a. 


P RS 
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En passant aux coordonnées polaires, on voit aussitôt que l'élément 
différentiel reste fini au voisinage du point X = Y = o, de sorte qu al 
n ‘ya pas impossibilité d'obtenir une surface fermée. | 

Cette étude montre comment il est avantageux de modifier à as? 
a cane ‘écrivons, en effet, avec un entier es k et ies constantes mM, reas 
a= es conques, mais RUES 


( ds*=[ p(w + iz) — plo! eee + dy ce 
wait m[p(o alert rue +n)— er 


bee. tu) 


Part un calcul analogue au précédent, ona 


RPE oe ea ree se en AE) 

a ae , 4 ‘ a=plo+ it), + FT EE mikp (pet 

M Soe one ye oa ae 
S se 11 STARS Pipe a PUR ks bee 


*., ¥ * 


dé ous analogues pour i 8, Br. Le méme calcul, pour la courbe 


à OL: Re à 2 pier af De 
See ce ORR 


- « + ‘ 


i 20 =D Xe A VE. 


e 8 minimum Ts termes en m ae n est eds si 
termes de es minimum en X et Y sont ceux gue 


ea - 
Vina Pha homer 
PEINE vi 
Be ent 
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ae 


Aire” ass 


82", 


x 


An 4 y À 
a ae Lied 


Ten 


LS 
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Are ate MATES 
oy) alee ee 
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autre que le pete u—v—e,, la courbure totale est finie; pour 
u—=+v—e,, elle se réduira à 1 : en effet, on a, au HAUSSE de ce. #4 


point, 


(18) : | 1+ P, (X, Y) + P,(X, Py: = | os FREE oe 


OP WE QF) ES Se : . oe 
et pour X, Y très petits, H se réduit a à l'unité; si, d'autre part i 
. prend un point fixe (u, +) autre que u = =, la courbure tend 
vers 1, si m, n tendent vers zéro; ceci suffit à montrer que pour m, n 
suffisamment petits et £23, le ds? (14) a toujours | sa courbure posi- iy 
tive, finie, non nulle ; mais, que pan se servir see résultats a 


= K, car bien que ig nsties H définie par r (18) me vers ‘3 = X 
En 8 tendent vers zéro, la fonction H n’est pas holomorphe au 
volsnage de ce point a -Y=o. hae SA | : 2} | 


ADS =. 
= & Le bit 


A. re sur certaines Savane auxiliaires et les points ¢ où 7 cour- 
_ bure totale est indéterminée. — Je définis une surface algébrique : auxi- 
_liaire de degré 4 par le procédé suivant : dans: le plan ELA wOy, es 


soit la sepeoptereneg G d'équation Poe 3 LATTES ee een ee 
, < n F A a> A aA ihe i . en as à Sec 
PRET ST eae: CES: += + es pa, oe 


ou € est une certaine constante positive que je suppose ‘dabor ‘pat te ca 
La surface S est Fnppadrée, paru une circonférence variable, Cc d'équa- 


‘ tions ae ae CAE “on ONE Be : oe as “+ oe 
(1) 4 0 | Æ tr 27 AC 
alee RO sure. be i ee aes ae 


Chaque plan horizontal donne hes de ces Rte Rh ar FES ok 
Pune de l’autre par rapport à Oz; chacune rencontre la cineonférence T= 
décrite de O pour centre, avec un rayon égal a 1, dans le plan x05; iain à 
nous suivons par continuité la cireonférence Cc, qui, pour ane see 
réduit à C, cette circonférence C’ rencontre an demi- circonférence ne 
située du côté des x négatifs et engendre une nappe de surface convexe ie 
ferns, sans singularité, voisine, pour € petit, de la sphere X pee sie ha 


a+ y + eae "+ 
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a 
E 


” 


la surface S se compose de cette nappe et de la nappe symétrique rela- 

_ tivement à Os; un plan pivotant autour de Oz coupe S suivant deux 
ellipses ayant en commun pour axe le diamètre vertical de L'; ce plan 
coupe la nappe isolée sur S suivant deux demi-ellipses dont les axes 
horizontaux ont une longueur différente. L’équation de S est immé- 
diate, 


rT Se NTI 


+ 


(2) [at y*+ (1+ 28)(s*—1) P= heat (1 — 2). 

En transportant l'origine au point (0,0, 1), on a l'équation 

(an Le? +7? (t + ne)(!*4 az’) ]? + 4e x?(s'%+ 95') = 0 

de sorte que le cone des tangentes a la mall origine est le plan zs’ = 0 
; . compté deux fois. Pour € = 0, la surface S se réduit bien à la surface 2 


comptée deux fois. Une représentation paramétrique de S s'obtient 


ey OS db, à Re D ce de té hé ot Ut SAUT LE UD x de de ne Oe oe ee Oy ee de NE ae, ee 
L A a batt ‘ ° FOX athe ey | ‘ we » (ent: i] 


immédiatement : 
- ( x=esin§+ (1+ 86) sin@cosg, 
(33 y= (1+ €) sin@sing, 
ee cos@; 
a c =sin@cos9, 
(4) : ie - c' =sin@ sing, 


ce’=cos6, 


La nappe dont nous avons parlé s’obtient en faisant varier 9 de 
o à2r et 0 de o à 53 la nappe symétrique relativement à Oz s'obtient 
en remplaçant ensuite 0 par — 0; nous avons mis en regard, for- 


mules (4), ce que l’on obtient pour s = 0; on peut faire correspondre 


una un les points deS et S correspondant aux mêmes valeurs de 9, 9. 


. £ ; ee Oe TO 
On calcule aisément par le tableau des dérivées 7 7 ..) 


Ree CATO WRENS Ÿ A OF TT ene RS ne DD D à 


d | £cos0 + (1-4) cosO cos® (1+ ¢) cos9 sing — sin§ 
à = (1-+ €)sin@ sing: (1+ ¢)sin9 cos@ eer à 


iw 
~ 
= 
e. 
L 
4 
= 
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les coefficients E, F, G du ds?, pate 2F 4 dg- a Gap, Fa 


eat = (1+ e)Pe0s" 6+ sin? + e* cos? Sop eli econo : vent 
(6): 94 Peet ico} ink ae ; 154 

la Gs (isk e)?sin?0, | 
puis les mineurs ere S de (5), 
ae xp M ie re ns [Ouse At sing 
aN | = Hise ns (RES LA Ce ir Fe 


~~ 7 
Je 


et Ae les Saatieien Gs D, D, D’ de Gauss, 


Fe (8) Ba etn: Mate, = (Diso, 


La courbure totale Ke La a 


am RE = aie € => € cosa) cont TTF * 


+ tous 
QE CET 


iE “étant supposé 6 positif, le numérateur FE er + c0s9) est Le $- 
_ positif, au moins égal i à 1, de sorte que la courbure est toujours posi- 
“tive, finie, non nulle. Or. pour | te. so le plus haut de ne surface, 0 

“9 ey on Bos bo VEN ST SE eed a | 


sr à . Se OME ap 
10 = ge RUE, - ee UN 
AUD ae. FO : 
<a a. 22 UE ge + Se re 

RTE 


et r on voit que cette | courbure varie e en ce vo > ST L 


at E 


~h 


fo 


=x 


qu à «La courbure totale en ce point 


eee Me 
_minée; la circonstance obtenue, pour le premie ext mp as para 
| précédent, n° vest done ian de, nahin propre. ae pêcher 


‘hues bat LE finie et oe is a I au u point SUE Le 
son ds? ps sur pute la roue SE au Sue de Le eee 
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On a ainsi 


ana EVO Te (1+ 8) Aten G Simtel NARIEIT Eee i 
as Er a ae 


———— ) a ees, 
Ve?-+-c? +c? Ve-c? +c” 
de sorte que c = c’ — o donne déjà une singularité ; puis 


fete) je" + 0° +c?+oe(1+e)c"? = 


here . Ve? + «°° 
RE CH cP ce De 
Freese (teh ejector Ga ite é)2(c? + ¢!2) . 
(12) e+ ¢?24 ¢” e+e? cl” 
eC 
Cae (t+ ot oft) 
yor+ c'? 


RATE Pa. 2 F i 
_(t+e)| ee E + Te core"? 
| Ve?+ c'° 


Bien que la de stricte de M. H. Weyl ne soit plus applicable 
au ds’ (6), on voit néanmoins que ce ds? définit une surface convexe 
fermée(à un déplacement et symétrie près). Il n’y a donc pas à hésiter 
PANESMAYeE d'étendre la méthode de l’auteur allemand aux exemples 
qu'un problème intéressant m'a fait trouver; même au cas où ces 
exemples ne donneraient pas de surfaces fermées, les recherches com- 
plémentaires sur les méthodes de M. H. Weyl ne seraient pas stériles 
et auraient un gros intérêt pour la théorie des surfaces. J'ajoute une 

autre remarque, qui montrera elle aussi l'utilité de la digression de ce 
paragraphe. Aux points (0, 0, 1) et (0, 0, —1) la hitacé S complète 

> admet un plan tangent double : j'ai pu, par un certain procédé (celui 
_ des sections horizontales suivies par continuité), décomposer ma sur- 
face S complète en deux nappes séparées, sans singularité (sauf peut- 
être pour l'œil du mathématicien); si, au contraire, on engendre la 
surface par les ellipses complètes dont j'ai parlé (sections par les plans 


ee, 
a pivotant autour de Oz), la surface ne se sépare pas, ou se sépare, au 
a gré de I’ opérateur; je trace sur la figure 7 la circonférence C et sa symé- 
LE. - . trique relativement à l’origine; en prenant toujours la plus grande des 
ES - deux ellipses méridiennes, on a une nappe dont la section horizontale 
Æ est CEDFC; en poet la plus petite, on a une peppy dont la section 
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03 Jr = 0 ER < 


horizontale est AEDE. a ale se 
Il est facile de voir que les surfaces définies au hi préce ee 


‘ 


Eas 


DRE UE ER aie NE LISE 
de 


dent rent. si on les prend dans leur ensemble, en chaque foyer, x 
précisément deux nappes régulières, tangentes entre elles (toujours — es 
en admettant l’existence de la nee En effet, dans la représentation, + a 
conforme sur le plan (æ, xe STE es 4 FF PESTE 


ARENA proie Ter SA Sr — 
Let + {po + 8) — el 7=n+n[p(st+n) à, Ms 


(3) 


i y a sur le plan Cz: y) réduction de moitié pour les angles de las sur- | 
_ face autour du foyer F,; nous avons done obtenu un rectangle Ce ee 
analogue au rectangle (Ë, 4) de la figure 6, obtenu en faisant varier £ FR 
de — 2K'à à + 2K’, ety de — K à + K; le tour complet f fait sur la nappe — 
correspondante de S, autour de F,, tour d'amplitude 27, est traduit sur : 
le plan (2, y) par une rotation pis r seulement; mais si nous 
prenons maintenant deux valeurs de (&, 4) symétriques relativement 
à F,, ce qui revient à à remplacer E par 2K’—€ et n par 2K — DIRES 
p(m+ t&) et p(w'+ 1) reprennent les mêmes valeurs ; mais les 
quantités suivantes (ou leurs carrés) — ’ ia 


dw = dé [1+ mk plu iz) —e tipo +1), re : RAS 


A 
cP hee dala nk |p! ayers Piel En 


x 
VAR 


ne se reproduisent pas, car p its if), P ‘(ov i n) eu de : signe; 
ona dongs une nappe de ds? différent, tandis que dans la surface _ 


. (19) re *=[p(o+ i) — p(w! +n) (+ aa" Ds 


nn ALAN Lies 
" 4 


à ol te! he 
4 Dunes à de à ÈS eS Oe ee Ne A ae AR ACT sels LU hé dé: + 
» \ d TAC Fr ë 
Ve ù \A \ À, 


En 
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qui avait servi de point de départ, on retrouvait le même ds?. On a donc 
deux nappes, distinctes, non applicables l’une sur l’autre, tangentes 
entre elles au foyer F, : leur total donne une rotation de 47 dans le 
plan tangent, réduite à 27 sur l'image (a, y); sim, ntendent vers zéro, 
chacune de ces deux nappes tend à se confondre avec la surface i 


départ (15). 


C’est une circonstance analogue ? à celle qui se produit pour la sur- 
face algébrique S prise comme Gta les ici; elle se compose de deux 


nes qui, séparément, tendent vers si e tend vers zéro. 


5. Autres surfaces déduites de la sphère. — J'ai déjà indiqué comment 
le ds? de la sphère 


ne arene nt du? ie - , dv ; 
hrs ee ee nc aia a 
(x5) © do? =| p(w + 12) — p(w'+ n) |(de?-+ dn?) 


conduit aux nouveaux ds? à géodésiques fermées (M, n entiers premiers 
entre eux), 


Co OE ea | mdu® He n° dv? | 
Oe rae eta ei (uy (er ee à) à) 
(2!) ds = {p(0 +) — plo! +n) (midi + n*da?). 
Écrivons : | 

w= mé, eo 


on a pour la courbure totale pe Ver x 


pi g,p—g, Qui—giu—g, 
ES AS 2 


SRG eed arr 
x je easy m2 


o(u—p)} 


; Lee courbes = ae = H, où Hest: une- constante arbitraire, forment dans 


le plan (a, e) un faisceau de cubiques, dont une cubique de base est la 


première bissectrice u — ¢ =o comptée trois fois; les points de base 

sont done les trois points u=P=e,, OU &, OU €, comptés chacun 

_ trois fois; en chacun la tangente est parallèle à la seconde bissectrice. 
san Ee. Norm., (3). XLIV. — SEPTEMBRE 1927. 36 : 


282 te 
L’é lément. superticiel de la à représentation pt con 
grale double , | | 


qui, au voisinage ra u= Ve, N'à pas i sens et donne 
infiniment grand pour une aire infiniment petite de 
| nt le a v= 0)! il hoe be: done exister 


; differential lye est ide la ome LUE 
ae hate Sea AU BV 


où A, Bi : sont des cmt. 


+ 5 de Se de ous ep ni lar 
désiques de Ssont remplacées sur Spar 
_ mais topologiquement images, 


54 4° 
- 7 


be | Sis Fe on: ao 

on voit it que les intégrale | n de we olrent les éc 
®) ST to a letamne(h), E 

RES a Evan nk 
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correspondant à deux points diamétralement opposés de la phere cette 
correspondance n'est pas conforme et la courbe fait sur S ou }, avant - 
de se fermer, n tours. [Bien entendu, quand on supposera e,>A2e., 
les variables &, 7, échangeront leurs roles et les circonstances resteront 
les mêmes. | | : 
Supposons maintenant m pair, n impair (le cas de m aie n pair. 
reviendra à un échange des rôles de Ë et n). L’accroissement mnz(h) 
donne sur S.le passage d’un point (Ë, 4) à un point (€ + 2nK’, ), 
_ superposé au point (E+ 2K’, n), ce qui donne sur À deux points symé- 
triques autour de Oz; on a simplement une congruence geadsarque sur; 
la géodésique en jeu, qui rencontre toutes les coniques &, se referme 
sur $ après avoir fait » tours comme précédemment. 
Si m est impair, n pair, pour les géodésiques qui rencontrent toutes a . 
coniques €, l'accroissement mnz(h) donné a¢ donne, sur §, le passage 
de (£, 4) au point (£-+ 2nK’, — n) superposé au point (€, —n), ce 
qui donne sur ¥ deux points symétriques relativement au plan æ0 y. 
 C’estdone un exemple précis du cas où les antipodes géodésiques donnent 
une quto-isométrie de $ avec une ligne invariante, ce qui, par une défor- 
mation convenable de S peut se ramener à une symétrie plane; il 
suffirait, en effet,-que la ligne invariante, géodésique 7 = 0, devienne 
plane. Si nous échangeons, pour ce qui vient d’être dit, les rôles 
dem, n,€etn, Ket K’, nous voyonsque, pourm pair, n impair et pourles 
_géodésiques qui, cette fois, rencontrent toutes les coniques 4 et simple- 
ment une fraction des AAniuES £, on aura pour l'accroissement nn (h) 
le passage du point (5 7) à un point (— &, 4 + 2mK) superposé au 
point (—&, 4), ce qui donne sur Z deux points symétriques relati- 
-yement au plan yQz. On a done une propriété importante pour m parr, 
_nimpair, les'géodésiques fermées se partagent en deux catégories : les 
unes qui rencontrent toutes les coniques Ë se referment après avoir 
donné des couples de points congruents géodésiquement; les autres, 
qui rencontrent toutes les coniques n, se referment après avoir donné 
des couples d’antipodes, chaque géodésique de cette série ayant un 
point double dont le lieu est une courbe à la fois géodésique et conique 
géodésique, ligne invariante dans l’auto-isométrie de la surface. Je 
_ signale, d’ailleurs, comme au paragraphe 3, qu'il y a une difficulté à 
pusoudre 4 c’ Fast de trenver. un anneau $ qui comporte à la fois des géo- 


Jr 


OG) Soe ait = La) + By) (der dys) | SE 


est défini positif est donnée par l'inégalité x FER Seaton ; 
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désiques des deux espèces. La distinction entre les antipodes et ee 
symétriques géodésiques ne consiste done pas en ce fait que les sur- 
faces à antipodes pourraient se ramener exclusivement à des surfaces — 
ayant un centre de symétrie et les surfaces à symétriques Pr a 
à des surfaces ayant un plan de symétrie; la distinction tient sim- 
plement à ce que la géodésique coupe toutes les coniques géodésiques | pee 
d’un système, dans le cas des antipodes et une fraction seulement de ae VER 
l’un et l’autre système dans le cas des symétriques po 
6. Sur faces fermées a Pr n fermées et ayant un ds? de Liou- Ree 
ville. — La région où le ds” | 


al cas ala) + B( 9) >o. 


Ge ds , tel ‘tela [po ae se) Sater +y)] (dr + dy? a dé i sie y ss 150 
peut de fon dans tout le plan (exception faite de points isolés, ees 


tels que r= sae et y = +o et points congruents). sil’ inégalité (2) =a 
“5 te 


_ n'est pas hsliéé Fe tout le plan, la courbe a(æ) + B(y)=0 partage xs a 
le plan en régions; pour chaque région positive, une fraction seule + 
peut se trouver représentée par une orties de sorte que ces surfaces = 
admettent soit une ligne d’arrét, soit une aréte de rebroussement.Nous =: 
devons done, pour fe surfaces fermées, revenir au cas où a(a>) + B(y) ox = 
_ est positif, quels que soient æ et y, sauf peut-être pour certains | a 
couples (æ,, Yo) isolés; or, dans le cas A,, «(ar) est périodique, donct #52 = 

_ limitée supérieurement et inférieurement et l'inégalité B(y)2 —a(x) a 
montre aussi que 3 est limitée inférieurement; de cas A, a d’ailleurs ae 
montré que { est limitée supérieurement. Dans le cas Ay, « et B sont Pee 
chacune | limitées supérieurement, de sorte que les inégalitésB>—a - D 
et «2— 8 prouvent encore que B et « sont limitées inférieurement. ne. 
Nous pouvons supposer que la borne supérieure de Best zéro; lafonc 
tion z = — B(y) est positive, limitée supérieurement ; soit m la limite DE ; Ss 
supérieure, positive de z et A, a les limites supérieure et inférieure Re ie 
dea. Ona évidemment, en vertu ue a + B20, l'inégalité a mo; a eee 
à Fi 

+ 


p 


Ae LA 


SA ATP 


A Fe 


>A Sas ATC PU ee en eS ee ee Fe SP PP ee 
i Vs \ a 


LA rs ee ee ee 6 8 th ee 
. + 
* \ fi 
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on ne peut avoir a > m, sinon les géodésiques 
: de d 
(3) = |, 
Va—h VA = 


obtenues pour une valeur quelconque de h, comprise entre a et m, 
couperaient toutes les coniques x, toutes les coniques y et cela 
est impossible en géodésiques fermées (Chap. I, § 3). La limite 
inférieure de « est donc égale à la limite supérieure de — 3; les 
valeurs de À comprises entre A et a donnent des géodésiques coupant 
toutes les coniques y, done B est périodique (si « est constant, cette 
conclusion est en défaut car A = a — «, c’est le cas des ds? de révo- 
ee qui a été étudié à part et sur lequel nous ne revenons plus). 

i A est compris entre a et zéro, la géodésique coupe toutes les 
Pals x, donc « est périodique. Cela explique les circonstances ren- 
contrées pour la sphère; on a alors 


i a —p(o+ix)— es. B=e,— p(e’+ 7), 


| aN ee x A—e— es | - 


(4) 

Il résulte de là que toute la surface fermée éventuelle dont le ds? 
est (1) a pour image sur le plan xOy un domaine ayant pour fron- 
tière : 1° deux courbes ne différant que par une translation, parallèle | 
à Ow, d'amplitude 27 (grâce à une homothétie convenable faite sur le 
plan); 2° deux courbes ne différant que par une translation, parallèle 
a Oy, d'amplitude 2A, si 24 est la période de B. Pour la sphère 27 


_et 2A sont doubles de la plus petite période de x et 8 respectivement; 


pour avoir la sphère une fois, il suffit d’un rectangle de dimension 2% 
et À ou set 2A; le rectangle de dimension (27, 2A) donne deux fois 
la sphère et rétablit la symétrie entre les coordonnées a, y. Nous allons 
retrouver un fait analogue ici. Marquons dans le plan Oy (/ig. 8) l'axe 
des x qui correspond à la conique géodésique y = 0 (ligne qui est géo- 
désique à moins d’être anguleuse), l’axe des y qui correspond de même 
à la conique géodésique æ = o, analogue à la précédente (nous avons 


supposé les limites supérieures de « et 3 obtenues pour x et y nuls); 
_ la géodésique particulière, correspondant à h=a (a limite inférieure 


de « et supérieure de — 8), est une géodésique de transition repré-. 
sentée dans son intégrité par une parallèle v= a, à l'axe Oy et par 


os. 
<9 
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une parallèle y= y, à l’axe Ow; les trois géo | 
et © ty OL aa limitent un a e la 


doit done comprendre ae rangle aalogues ant aver. art 's images 
A PTE 


Sik saat aes 


‘ 3” és - À. 
3 <----------£-'- see nt are 


— 2, hy ‘ 


@ on Dy alt Rinne aa ai mat minintan2 a, ae valeurs” nt + 


Yi et To positifs) donnant à Se 8 la valeur maximum a; cela 
ait: quatre foyers Fi, F,, F,, F,; autour de F, les angles, sur la 
_ face, sont diminués de moitié dans Ja représentation lane, 
de F, dans le plan on peut décrire un angle d'amplitude 27, de 
la surface complète \ un angle d’ amplitude in Ts RL Wis r existen e 


‘deux HR se ee en ee 


Asie , ici; au leant iy représentation « n'a mn Le 8 é 
la surface qui possède la singularité; cela explique 
tangle complet de dimension (am ay donne 2 


Croire complète, qui a pour courbure totale 8x et est représentable 
‘univoquement sur la sphère recouverte deux fois. Ce n’est _qu’excep- 
- tionnellement que la surface aura pour courbure totale 4x et sera 
ee sur la sphère recouverte une fois ; il me RL assez 
_ vraisemblable que dans ce cas on doit avoir 


Shy 
= 


À 


Ne et que ae points de z07, symétriques par ea pponed ve ou F.. ou F> 


“nerait | AID SRE 


mene co | ja(a)=air x) | eo 5 : 7) _ an ; 
seria 2 de HUE. nl ) A } 


_ ditions relatives ? à la courbure totale auraient aussi lieu à intervenir 


% 


Tiers 8 sur rla surface. PESTE a 


. — Considérons le. ds? (my à n constantes) | hee: 


x 


= p(w +i) — plo! +1) (de + dy), 
=E+m[p(o+i)—e]t, ; 
5 = a) pus +a]; 
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ouF, doivent être i images d un mème pou de la surface. Cela entrai- ss 


oe = a Ceci montre qu ‘il y aurait là sujet : à a6 belles recherches. Les con- — 


‘ 4 pour. les foyers oes F,, F;, Fy. l'on peut que ces os soient régu- oe 


: ae ae surface Sones 0” ne fermées et 00? géodé- 
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- 
4 


fait intervenir que eat mais pour / positif, les géodésiques ne sont 
plus fermées. Précisément pour N au moins égal à trois, on peut 
espérer avoir ainsi des surfaces fermées convexes. Il est bon de donner 
un tel exemple, car dans tous les travaux antérieurs, on n’a pas songé 
à cette séparation des géodésiques sur une même surface fermée; 
jai indiqué plus haut des exemples analogues pour les surfaces 
à antipodes sur une région ne formant qu’une fraction de la surface 


($ 3 de ce Chapitre). 


à à 
\ 


3 — 
3 

a 

a DÉVELOPPEMENT 

= à EN SERIE DE POLYNOMES OU DE FONCTION RATIONNELLE 

4 DE LA 

- FONCTION QUI FOURNIT LA REPRÉSENTATION CONFORME 
4 D'UNE AIRE SIMPLEMENT CONNEXE SUR UN CERCLE 


oe 
MEK 
\ 


‘inc al 
\ ie k 


Fa at 
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1% 


= 4. aire D dont on fait la représentation conforme sur un cercle, 
sera supposée simplement connexe, bornée, contenant. l’origine et 
située dans le plan s - Le cercle sera un cerele |Z|<¢ de rayon edu 
plan Z, de manière que la fonction de représentation Z = f() ait 
pour z deux propriétés f(o) =o, J'(o)=71. On sait qu "elle 
est alors hice définie. Elle posséde une propriété de plus petit maximum 
qui la caractérise : Parmi toutes les fonctions Z= A(z), pour les- 
quelles h(0) = 0, eis eae _holomorphes dans D, il y en a une et 
une seule pour laquelle le maximum de |A(z)| dans D est le plus 
petit possible, c’estjustement f(z)(').¢ estalors le maximum mm dele) | 
à ons D, on P appelle le rayon de U aire D. 


2? Le présent Mémoire est issu ie la remarque suivante : Pouraine 
_ degré donné n, il existe un polynome r,(z) et un seul [pour lequel . 
(0) = 0, x (o) =1], tel que le maximum m, de |7,(3)| dans D soit 
mie plus petit possible (ceci sera démontré dans la suite). Ces poly- 
_  nomes ont-ils une limite quand n devient infini, et cette limite est-elle 
oe es dans D? C'est à | cette question qu'on va ici répondre par |’ affir- 


. See 
fe i 


(1) Voir par DUR G. Juuia, Sur la représentation conforme des aires Sim= 
: plement connexes (C. A. Acad. 96:;-1: 182, 1926, p. Eu 


see Bey Baran, i @) XLIV. — Ocroone 1927: AIT ASS 37 : 


+ 
À 
4 


290 GASTON JULIA. 


mative sous des conditions très larges imposées à la frontière de D, en 


particulier lorsque cette frontière est une courbe de Jordan simple 


fermée. On verra d’ailleurs que ces conditions ne sont pas artificielles 
et qu'elles sont rendues nécessaires par |’instrument.de représentation 
qui est ici un polynome. | ine 

Le Chapitre I est consacré à l'étude des polynomes r,\(z) au point 
de vue de l’existence surtout. — : 

Le Chapitre II traite de la convergence des 7,(2). , 

Dans le Chapitre III on étudie la portée des conditions imposées à la 
frontière de D. Au Chapitre IV on revient sur diverses propriétés des 
r,(z) d'ordre géométrique. Au Chapitre V, on étudie la généralisa- 
tion de la méthode employée à des représentations de f(z) par séries 
de fractions rationnelles de diverses sortes. On signale enfin au Cha- 
pitre VI un nouvel aspect des questions traitées ici, lorsqu'on cherche 
à représenter D sur le cercle unité. 


CHAPITRE LI. 


ÉTUDE DES POLYNOMES I; (s) 


3. Envisageons tous les polynomes P,(3)= 3 + a,2*+...+a,z" 
de degré <n, pour lesquels P,(o) = 0, P,(o)=1. Dans tout ce qui 
suit, un polynome ou une fonction holomorphe en O, tels que /(o)=o, 
J'(o)= 1 seront dits normaux en O. Le maximum M, de| P,,(3) | dans D 
est une fonction continue positive et non nulle de (age as Ur 
Lorsque les a; prennent toutes les valeurs possibles, elle a un minimum 
absolu m, qui n’est certainement pas nul. En effet, après ce qu’on a 
dit au n° 4, il est évident que M, > e, done m, > 6. Mais on peut voir 
directement que M, est borné inférieurement. En effet si |s| =rest 
un cercle C, intérieur à D, on a | 


ave fee. 


QT 3? 


r 


ee CTION qui FOURNIE TA REPRÉSENTATION ‘GOXFORNE eg 


Done orc! ran Cc: 'est-àe dire M 7, + puisque sur Cr, on a | P| < M, sans 


2, Ans que soit le 


The. 


ee on a oss 


Bp 


| 


he | 
r € Heo otyuomes P, pour lesquels M, ES R, cee 
tant bornés, la fonction M, (a, Wyse An) sera continue as + 
à =) Gp) dans un domaine borné, done, elle atteint son 
yur au moins un système de valeurs des ds. ee de TES 

ins un eb Pie: | 


292 | s à EE ge caro avira. 


“maximum, et a dé tll manière > que 7 sa = 
avoir Max|R,| dans D = m, il est done néce ; 
égaux en tout point où [nil est maximum. ( ) 
vid diff rents de zéro. Pees si Q,n’ est he | 
satisferont à Q, — 7,= , OÙ encore à A 


hs sont nes en nombre n n— 2au plus. 
me Nous allons Hee po que. Vv 


on abouti tit: 
von re ay fees | 


ah race 


ae 


mie 


| États, qu iD tee pos ib h 
maximum de @,(3)| ¢ dans D soit mare 1% 
~ En effet, on peut entourer chaque 2 Si «d'un 


ed Re > if i 2 EL JE 14 AS 


‘iy ast 


Shieh 57 es 


oe 
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tera <m’,<m,. D'autre part, dans D, [S,(z)| reste So. Par conse- 
quent, dans la partie de D extérieure aux ¢;, on aura 


[La(z)| mr + Oo. 
Il suffit alors % choisir 0 assez petit pour que m, + 90 << m,, c'est-à- 
dire 0 < 7%, pour que l’on ait aussi dans la partie de D extérieure 


aux c:, | &,() LITRES 


; ? 2 apes 3 Mn 
En résumé, 9 étant pris inférieur au plus petit des deux nombres 


Mn + € 


Mn — 


m’ : à eee 
et “le polynome &,,( 3) resterait en module < m, dans D. 7,(z) 


ne serait donc pas un polynome de degré <n normal en O, dont le 
maximum du module dans D est le plus petit possible. La contradiction 
à laquelle on arrive montre done que|r,(=)| atteint son maximum m, 
en n points distincts au moins z,, 2:, ..., 3, ('). Par conséquent 7, est 
bien unique. 


6. Pour chaque degré » il existe ainsi un polynome normal 7, et un 
seul pour lequel le maximum m, de |z,| dans D est inférieur au 
maximum de |P,(s)| dans D, P, étant un polynome quelconque, 
normal en O, de degré >n distinct de x,. Il existe done une suite 
infinie de polynomes 7,, ts, ..., Tn) ++» et de nombres correspon- 
dants m,2m,2m,2...2m,2,,.quin ront jamais en croissant puisque 
évidemment 7, peut être considéré comme un polynome de degré nr +1 
pour lequel An = 0; par conséquent, si r,= Tu ON AUTA M, — mes 
mais Si T; 72 Ts, On aura », >m,,,. D'autre part, les +, étant des 
fonctions normales en O, on aura nécessairement m, > 0, si m, n’est 
pas identique à la fonction normale f(s) fournissant la représenta- 
tion conforme de D sur un cercle |Z| <9, et Tap ne pourra se réa- 
liser que si t,==/(), Il peut assurément arriver qu'un certain nombre 
de x, consécutifs soient identiques, les m, correspondants étant alors 
égaux, Si par exemple t,== Try) es ee = nono Ob On 56 Tarps Il faudra . 
que |x, atteigne son maximum m, en n-+-p —1 points au moins. 


(1) La démonstration précédente est directement inspirée de celle que donne 
M. L. Tonelli dans son Mémoire I polinomi di Tchebicheve (Annali di Matematica, 
3° série , t. XV). 


? 3 x ! 
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ane de côté la question de savoir si cette condition est suffisante. 
Zu peut méme arriver que tous les 7, partir d’un certain rang p soient 
identiques. 7, | devra alors être égal à m, en une infinité de points de 
ta frontière de D. Bornons- nous ici, sans rechercher tous les cas où ce 
phénomène peut se produire, ! à en donner wn exemple. Prenons un | 
is patrons nage | RES an 


) 


/P(a)= 25+ dust +. + aps 


me ue pe 1 origine étant racine ne de P(s)= = 0, il est ae que . 
a ae oe ee ae de décrira pue Ie eed Zune aire ecireulaine de centre Le 


oa DBs “pou sos Mh, os à 
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intérieur à D si tous les points d’un certain eerele: de 
tiennent aussi à D. Les points-frontière de D formen a 
parfait F : tout point de F est point limite d'une suite de po 
_rieurs à D. L'ensemble D + F constitué par DetF est par fa 
Tout point du plan qui n ‘appartient pas à D + F est «: 
Nous Supposerons. dans la suite que l'on peut approch 
l'extérieur, c’est-a-direqu ‘on peut trouver une s suite infini¢ 
ee ee pees Fe dont chaeu 


on a tous i D, mais ile est he ie points age te ee a | Ra 
 qwil n ‘existe | pas de cercle de centre de dont tous les 
intérieurs à tous les D,, ou même quis soit intérieur 
ee partielle de domaines Dee D, . re Bie ess 4 
Ais Beg ee tout cercle ae centre Mo DR F, poe ers ‘si pe 


ee 


9. pans les cuis ne 8, M. tee a |démontr 
yp on fait la représentation conforme de D, sur le cercle |Z| <1 
_ d'une fonction Z = F, (3) pour laquelle. F,(0) =0, F,(0 = 
positif, et si l’on fait de même la représentation de D ee [2 
fa ae a la fonction he FG) io = 0 NA éel 


Te D. Ce par EN a3 rayon ie aire. D, to 
| _Aeveloppement de eon au | voisinage del rigine est tde la sor m 


hy ont 
‘> 2 
; ae ga 
i * 
1 


en ne ae 1e rte 2 ie ). = a (3 Ss abit tla ae tion, CRE 
| qui donne la ORALE conforme de D, s sue un cercle le <0, 
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4 iG a 
D: aura de même — 

[saa | F(:)=£+..., 

ae | | Ka) ne | | 

D avec f(s)=oF(s), pour sale D sur |Z|<p par une fone- | 
4 "tion f(z) normale en O. Les F,(z ) convergeant dans tout A, unifor- 
D mément vers F(s DE les e, auront o pour limite, 
4 Re. 40. Envisageons la fonetiog f,(z) qui transforme D, en [Z| <¢,. 
Be Puisque D + F est intérieur à D, on pourra, Ê— £ étant holomorphe | 


2 . dans D,, la développer en série de polynomes A can conver- 
Rare gente dans tout domaine intérieur à D,, c’est-a- dire ‘en particulier 
Re she DE": 

|, … Étant donnée une suite de ie positifs décroissants et tendant 
es pers BOO ED dy ON pourra done trouver un jose Pas de 
D degrér—>2 tel que lon ait dans D +F : 


| Sie — Pol < a | ee dede de v). É 


x 


| Puisque D = F est borné on aura aussi dans D + F 


aS ts MERE Li Pal<e 
Pen, posania nt. 
nyt RME SE RATES Pis + eae 
24 si “les. €, étant par - exemple égaux aux €, :, multipliés par R?, R étant le 
Se rayon ( d’un cercle de centre O contenant D+F. [Les e, tendent vers 
DT -zér0 quand y. devient infini. | P, est normal en O et de degré. n. Le ~ 
Be _ polynome P, sera tel que dans D+F on ait |P, Para |+e,. Or le 
Se re, _ maximum de fo | dans D + F est certainement inférieur (sans égalité) 
ee cau maximum 9, de PE | dans D, eee D F est intérieur à aes On 


aa: a done dans D “a F EF 
Max | ioe = ot ae 


24 = Tn ce parmi he ace de ears: n, normaux en 0, pen dont lé 7 
à maximum = Ja valeur ANSE dans D+Fa la plus poe valeur, on 


aura aussi EE 
“ig Max | ral Max |P, ep de . 
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Et puisque y est la limite des m,, L£ mA On aura aussi 
<< Py + CR 


et cette inégalité n’est jamais une égalité. Lorsqu'on fait croitre y 
vers + 2%, les 9, tendent vers ¢, les « vers zéro. On a donc 


BSP. 


Ona vu, d’autre part, au n° 6, que pour tout indice n on a m2 0. Par 
conséquent u. = limm,2¢. Il en résulte que y. ne peut différer de ¢ 


p = lim m, |. 
n—= © 


11. On va montrer maintenant que les =, convergent vers /(=), 
uniformément dans tout domaine A intérieur à D. Les z, sont bornés’ 
dans D+F. On a en effet, dans D+ F, {x,,|S mz, m,= R, R étant le 


-rayon du plus petit cercle de centre O contenant D + F. On pourra 


donc toujours trouver une suite infinie d’indices croissants n,, Rs, ..., 
np, --. telle que les polynomes 7,,, ñ,,,.:., Tn,»++- Convergent unifor- 
mément dans tout domaine intérieur à D. Leur limite sera une: 
fonction 9(3) holomorphe dans D avee ¢(0) = 0, 2 (0) = 1. Dans tout 


domaine A intérieur à D, on aura 


Max |9| = lim Max|z,,]. 
p=2 


Or, dans A, 


Max |ta,|< Map 
sans égalité possible. Done 
Maxa| 91S Non mai = 0. 
Le maximum de || dans tout domaine A intérieur à D, étant pal 
en sera de même du maximum de || dans D. Et puisque aucune fonc- 


tion holomorphe dans D, normale en O, ne peut avoir pour maximum 
de sa valeur absolue dans D une valeur <¢, on en conclut que le 


‘maximum de |g| dans D sera justement 5. La fonction f(z) étant la 


seule qui jouisse de cette propriété, on aura done o=/f. Il ne peut 
donc y avoir pour la suite des *, d'autre fonction limite que f(s). La : 


Se 
. a 


= 


rate ie 7 ire ao au A lee 


(Z) holomorphe dans |Z|<o et dont . maximum du 
ns |Z] + re est Pins On a évidemment 


ait, ren) | DUT rie a ve 
Samet + à 


module dans ce cree la quantité ee = 1 ne En. > 0. tendant 
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F1 
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a seat =Isle1~ t= CEE 


it d'affixe | [&.(Z)—1] est PAS a gauche 


es re l’on a 


Sens eee 
te est nulle à Peon elon holomorphe 
est inférieure à ¢,. Il en résulte 


ee 


A 


US. i ae convergence ve my vers ° étant haine on peut démon- RE 
eae des a vers BIG dhe une autre manière qui présente 
Sur en Rue | 


dat Pine A). La fonetion m(s) = | 9(Z)| estune | 


to re un RE de centre O de 


mt au n° u ter) ane dans le cercle 


i 
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et, par conséquent, dans A, 


| Ta(3) — f(s) | A En 


A étant le nombre — ar - qui ne dépend que de la configuration géo- 


D 


métrique respective es domaines A et D, et nullement de l'indice ». 
Ona 


A 
Aven 5 (Map), 
i 


et en posant = = B on aura, dans A, 
| tn(4) —f()|SB(mn— 9), 


ou B ne dépend que de D et A. 
On voit, en définitive, que %,(3) converge vers /(z), uniformément | 
dans A, et de plus que la convergence est de l’ordre de (m,— ¢). 


1lter. Démontrons ici le lemme utilisé précédemment. Soit une 
fonction S(Z) holomorphe dans |Z|<¢, nulle en O, est telle que, 
partie réelle de S(Z)<e dans |Z|<o. 

Nous transformons le demi-plan à gauche de l'abscisse < en un cercle 


de rayon 1 en posant 
ee 


On reconnait alors que dans |Z|<e, S,(Z), holomorphe, nulle à 
l’origine, est en module < 1. Le lemme classique de Schwarz prouve 
dans ces conditions que l’on a, pour |Z|<r<e, 


[Si(s)|s 


Lorsque le point d’affixe S,(Z) décrit l’intérieur d’un cercle de 
centre O de rayon le point S(Z) décrit l’intérieur d’un cercle con- 


jugué aux, points O fe 2e, et l’on voit que le maximum de sa distance à 
l'origine est une APR À telle que 
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f 

eae ’est-à-dire 

D = DIRE 

44 je 
Pee 


Ona done dane [Z|Sr< oe 


qui est l'inégalité utilisée au n° UH bis pour limiter supérieure- — 
ment Sa(Z}]. 


à 
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DOMAINES D AUXQUELS S’APPLIQUE L'APPROXIMATION PRÉCÉDENTE... 
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12. Une première remarque s'impose si l’on veut pouvoir faire - 
l’approximation indéfinie de D par les domaines simplement con- 
nexes D, qui le contiennent, c’est que la frontière F de D n'ait pas de 


FE 


TA 


2) 


x 


t 


AP ee ee MAS ARN eae à in, Vis 
SPO Okey ah i | y 


Fig. 24 


point double ou multiple. Un point double ou multiple A de F est en 
effet tel qu’on peut tracer une courbe de Jordan simple CG, aboutissant 
à A par ses deux extrémités, dont tous les points, hormis A, soient 
intérieurs à D, telle en outre que la partie du plan intérieure à C con- 
tienne des points-frontière de D distincts de A : ces points forment 
alors nécessairement un continu aboutissant à A que nous appelons 
par exemple F, (voir fig. 2). Le reste F, de la frontière F de D est un 


sui ba) dette A à Lcd di ON | 


Le 


ce Ae _ T. AE > ; ns us F #2 “ y 


2 
: : 
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continu dont tous les points sont extérieurs a C. Il est alors clair que 
si l'on enlève de F la partie F,, le domaine du plan limité par F, et 
contenant la courbe C est encore un domaine simplement connexe, 

contenant D. On peut ainsi enlever de F tous les continus partiels 

aboutissant par leurs deux extrémités aux points multiples de F sans 

que le domaine borné du plan contenant D et limité à la portion res- 

tante de F (qu’on suppose, bien entendu, être toujours un continu 

fermé) cesse d’être un domaine simplement connexe. Désignons 

d’une manière générale par @ le domaine borné simplement connexe 

résultant ainsi D après tous ces as orandissements successifs et par F sa 

frontière. Tous ses potnts- fronticre SnbLE seront alors simples [mais 

on sait bien que les points-frontière ne sont pas toujours tous acces- 

sibles]. Il est bien clair que tout domaine simplement connexe D, qui 

contient à son intérieur D + F contient en particulier à son intérieur 
@ et sa frontière #, puisque d’une part # n’est qu’une partie de F et 
d'autre part @ et D ont une partie commune. & formera barrière 

entre F, frontière de D, et les parties de F n’appartenant pas à #, qu’on 
a supprimées pour passer de D à @: toute ligne joignant un point « 

d’une de ces parties de F à un point de F, devra rencontrer la fron- 

- tière # de ®; « est nécessairement un point intérieur à D. On ne 

pourra donc, par des domaines simplement connexes D, contenant D, 

faire l’approximation de D de toute la frontière F. On pourra tout au 

plus faire l’approximation de @ et de #, mais les points de F 

appartenant aux parties supprimées de la frontière de D ne seront pas. 
points limite de points-frontière des D,. Pour faire l’approximation 
indéfinie de tout F il faudrait utiliser des domaines D, contenant D + F 
mais multiplement connexes, l'ordre de connexion étant aussi élevé 
que le nombre des points multiples de F. 

En résumé, on ne peut atteindre par des domaines simplement con- 

nexes D, contenant D que des domaines D dont la frontière F n’a aucun 
point multiple. Par exemple le cercle de centre O de rayon un, entaillé 


par une coupure rectiligne allant du point s = ~ au points =1 échappe 
a notre approximation. 


13. I est remarquable en outre que les domaines échappant à notre 
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aie. par des D, plus grands — et simplement connexes 
échappent aussi à |’ application même de notre méthode d’approxima- 
tion de f(z) par des polynomes. Soit en effet A un point double de F 
et considérons comme dans la figure 2 une courbe de Jordan simple — 
fermée C aboutissant à A et contenant une portion F, de F, les points 
= he C, sauf A, étant tous intérieurs à D. Un polynome moque envi- 


‘ sagé dans D et sur F ne peut atteindre Le maximum de sa valeur 


absolue en un point de:F, qui serait distinet de A, car tous les points. 
de C étant dans D, la valeur absolue de ce polynome serait alors plus 
_ petite sur la courbe C qu'en un certain point intérieur à C et cela est 
impossible. On peut done conclure que, dans la détermination des 
polynomes 7, faite au Chapitre I, les bouts de frontière supprimés au 
n°12 [et dont la suppression aboutit à fournir un domaine borné ®, 
simplement connexe, contenant D et dont la frontière & na plus dé 
SLA multiples | n’ont aucune influence sur la détermination des x, i 
les polynomes r, de D sont identiques aux polynomes rm, de @. La res- 
triction imposée. au n° 12 n’est done pas artificielle, elle tient à la 
nature) même e de la méthode. “ 


| aes Notre méthode s’applique cependant à à ae domaines trés géné- 
_raux et en particulier à tous ceux qui sont limites par une courbe de 
Jordan simple Sermée F. On peut en effet dans ce cas trouver une suite 
de polynomes F,, Re ..., F,,... dont chacun contienne tous les sui- 
| vants, et ayant pour limite F lorsque y devient infini. Le domaine : 
borné D, limité par F, a toutes les propriétés requises pour l’approxi- 

| mation de D-+-F. Les r,(:) relatifs à une courbe de Jordan F ont donc 
pour. limite la fonction 16 qui fournit la con conforme de | 
a sur un cercle a | ee p- é = 


+45. $i Ton. essaie d'appliquer la Gracheas à une aire A oise | 
connexe bornée limitée par une frontière extérieure F et des frontières 
intérieures Ds fer CU pourra déterminer les polynomes mas à) 


1 


comme au Chapitre I, mais ces polynomes seront identiques à à ceux 


. qui conviendraient au domaine limité par’ la seule frontiére F. Leur , 
limite fournira la représentation du domaine borné limité par ¥ seule. 


On sait d'ailleurs ue ‘une suite de ie pelynomes ne peut converger unifor- 
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mément dans A vers une fonction holomorphe sans converger aussi 
uniformément dans toute l’aire obtenue en adjoignant à A les domaines 
intérieurs à f,, fos ---; [ns © est-a-dire dans l’aire bornée limitée par 
la frontière F. 


CHAPITRE IV. 


QUELQUES PROPRIÉTÉS GEOMETRIQUES DES POLYNOMES I, (2) 


16. Dans quel cas la suite des %,(2) ne contient-elle qu'un nombre 
linuté de polynomes? — Il faut et il suffit pour cela qu’à partir d’un 
certain rang 7,, tous les polynomes r, soient identiques.Si l’on suppose, 
bien entendu, que le domaine D est de ceux auxquels s'applique l’ap- 

_ proximation par les D, envisagée aux Chapitres IT et III, il est alors 
évident que la fonction f(z) fournissant la représentation conforme 
de D sur un cercle est identique à z,, et l’on a | 


Mn, = Mn =? (pour tout n2n,). 
Le domaine D est alors défini par l'équation 
| Tn, (5) | == Ps 


| . etil est clair que sa frontière F est composée d’un nombre fini d’ares 
analytiques et définie par |r,,(3)| = 9. Dans ce cas, il faut évidem- 
ment qu’à l'intérieur de D, l'équation 


ad a 


CCE E ee 


ME) ES 


… 


a» Ayer, 
er 


a étant un nombre complexe quelconque de module < 6, ait une racine 
et une seule. Réciproquement P, (z) étant un polynome quelconque 
pour lequel P,,(0)— 0, P,,(0) # o pouvant être supposé égal à un, tout 
domaine D défini par |P,,|<e, ¢ étant un nombre quelconque suffi- 


“à 


Le 
1 


samment petit pour que dans D l'équation P, =a ait une racine et 
une seule pour tout a de module < o, sera un domaine D pour lequel 
tous les r,, à partir de l’indice n,, seront identiques à P,,. En vertu de 
ce qui précède, toutes les fois que la frontière F de D comportera autre 


ver 


a 


VERSES NEO 


+ > 


a 

- PA 

a 
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e ] a 3 L =n b evo , . A : , , 

- chose qu un nombre fini d’ares analytiques, on sera sûr, a priori, que 
= è RE eee ARE 

sz la suite des z,,(z) est illimitée. Envisageant alors un cercle C de centre O 
a complètement intérieur à D, la fonction f(s) étant holomorphe 
Be ; dans C et sur C, et les z, convergeant uniformément vers f(s) dans C 
} À et sur C, le coefficient a? de z’ dans x, aura pour limite le coefficient A, 
3 a s? dans le développement de f(z) en série entière, valable dans C. 
4 si 17. Propriété des racines des T,(2). — La propriété de minimum, par 


laquelle nous avons défini les T(z ) au Chapitre I, entraine des restric- 
tions précises du domaine où peuvent se trouver ree racines de tous 


Ss = "les polynomes. Pour le voir aisément posons 3 = -; le domaine D 


devient un domaine A du plan w, simplement connexe pour lequel le 
point u = æ est un point intérieur et le point u = oun point extérieur. 
De même que la frontière F de D était tout entière située entre 
deux cercles de centre O de rayons TOR, oe d de A sera située 


entre nue cercles de centre O de ane — et = =. Un polynome - 


LE % Sea «5 a Pals) metas, + 4,3" 
D devient st 2 | 

- ee it LINE ER À À 7 PET HR DEL 

— a a A À Me 122 = ©", 

: : 2: Tonk u ur | 

É- Le ou en core : ea 2 

SCAN PE ANA a 

Da en n posant a. 
See À Qra(u)= att mur + dys (w= ty) (Wt). (un ae 


4 Le Fe tes u; étant hé aux TACINes Z,; Sa) s+; Zn distinctes de O, du poly- 


nome P,.(3) par les Relations 
ine ei a rae 


fe 


(= \le est atteint sur à ee hare ® de A. Le poly- 


Let maximum de |P 


er 1 D (ua 
. nome AG donnera naissance à une ER tion Th (5) er ee ean le 


EE maximum Mn de la valeur absolue sur ® sera le plus on possible Le 
DIS 2102) ts 


ul 


… polynome 2 (uw). devra done être tel que le maximum de 


FR ie Anns Ee. Warm. (3s XLIV. - — Ocrosnz 1987 Be het gs ae 39 


= 
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dau sur ®, ‘Oa, aie in ae 
Pre ” 


… a3 ale ee Da 


polynome différent de 2, (u). CARS a ER TR à 
Envisageons une direction © quelconque du plan u A cause de he me 
continuité de ® qui est d ‘ailleurs un ensemble fermé borné, on peut 
trouver deux droites 2,, 2, , parallèles : à det deux seulement telles que 
1° @ soit située tout entière entre 3, et Cy 32° gu i ye ait as moins t 


point de ® sur 2, et un au moins sur 2.3 | ‘appelle à 3, et à les droite ie 


sur o soit amiens au maximum da: 


ad 


“aca encadrement de (p parallèles à ad. Considérons un olynome afine 


Qn- Gos = ee — Ho» (= “D. aoe fs à es Se : 


* co ae 


x re aid le u, sur Seale a RE à eu Ba ae | 
voisine de u,. Pour un point quelconque u compris entre à | 
situé sur l’une de ces droites, on a évidemment ju — pee: 

sans égalité possible. Cela est vrai en particulier pour tout point de ®, 
5 Gansitérony alors le polynome ae ue co TaN Ges on $ 


~ + " 
x ST 


a x # Lu) = (uw). (= ts) Ss Noe 


% obtenu en rempart a par us dans pe En tout point u 


ee PAT EL. 
VE — 


aura See 4 ma 2 2 RTE 
. x F UT 1<IQral Pa. x shee =e F2 : rie 
et par suite eo SN EME Le 
à : ae" ny LE. “AS : Chics 
HEN dba on CR NY pe H |< Sef |, alee * 2 Aerie 


HER LA i résulte que le maximum de cS [sur @ © est inférieur à ue a 
Par sui te Qua ne peut pas correspondre à t un polynome m8 : 
Et ceci nous fournit une propriété des racines de tout polynome Qn 1 OR 

ols provenant d'un polynome T,n(3) 2 Ses racines devront toutes être situées 

, oo entre les deux droites d'encadrement de 1] parallèles à une « action 
HSE quelconque à à du plan, ou sur ces droites ‘3 ). Lorsque la di ection à 
Hd varie a toutes teh façons possibles, les droites d'encadrement on 


de | S| 


= 


ae 1 


(A) L' ide de” ces. cole d'encadrement m’ a été. é suggéré per un Meow te à ù 


M. ee 


M 
< PSN 

* tal on Le 
à CU ” ' ~~ 


yt eee 


= are 
lin ’ 


è 


a he 
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loppent le plus petit domaine convexe V contenant ®. Il en résulte que les 
racines de tous les polynomes à, (u) provenant des Ta( B ) devront appar- 
tenir au plus petit domaine convexe V du plan u contenant ® ou à la 
frontière de ce domaine. Ce domaine T peut être considéré comme 
balayé par un segment joignant deux points quelconques de ® lorsque 
ces points varient indépendamment l’un de l’autre, chacun d’eux décri- 
vanttout D. En particulier il est tout entier à l’intérieur du cercle de 


centre O de rayon - qui contient ®, la frontière de ce domaine I 
pouvant avoir des ares communs avec la circonférence de ce cercle, © 


_ lorsque Pa elle-même des arcs communs avec cette circonférence. 


Puisque ® entoure le cercle de rayon + L'de centre O, le domaine I 


contient évidemment ce dernier unes Remarquons enfin que F est 
intérieur à tout cercle contenant ®. : 
Revenons maintenant au plan z. sie domaine [° correspond dans le 


plan z, par la transformation z= *; un domaine infini C contenant 


en particulier tout Vextérieur du bete de centre O de rayon R; 
seront extérieurs à © tous les points intérieurs au cercle de centre O — 
de rayon r. De même que I était balayé par un segment de droite joi- — 
gnant deux points variables de ®, le domaine € sera balayé par un 
are de cercle ainsi déterminé : prenons deux points M et N quel- 
conques de F et le cercle passant par ces deux points et par O, 


envisageons l’arc MN de ce cercle qui ne contient pas O, et faleots 


varier M et N indépendamment l'un de l’autre, chacun de ces points 
décrivant tout F, l’arc MN balaiera le domaine C. 

Les racines de tous les polynomes z,(2) doivent appartenir à € ou à 
sa frontière. En païticulier elles sont extérieures à tout cercle intérieur 
au domaine D. | 


18. Propriété des points où | %,(5 | atteint son maximum. — Ona vu 
au n° 5 que |*,| atteint son maximum m, en n points distincts au 


Weide: + 1) 3, de la frontière du domaine D. Le domaine A, décrit 


par le. point Z=7,(s) lorsque = décrit D, est alors intérieur au 
cercle |Z| =m, et sa frontière ©, touche ce ale en # points au moins 
transformés de z,,3,, ..., =,. S'il arrivait que 9, ait un arc commun avec 


la cercle |Z| = m,, la considération de la fonction inverse de Ra(s), qui 
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est analytique, imontverdit qu alors F comprendrait un a 
transformé de l'arc de cercle considéré par la fonction inverse de 

9, n'a done certainement aucun are commun avec PATES 
comprend aucun are analytique. Lorsque Festun conti 
assez général, par exemple si c’est une courbe de Jordan, on 
* _ peut n’avoir de tangente en aucun point; on connait aussi | 

_des points asymptotes d’une pareille courbe, © ’est-à-dire de 
_tels que : lorsque = tend vers z, en restant à | l'intérieur de : 
— décrivant une ligne polygonale dont 3, est le seul point imite, l'a 
RS ment de s — s, croit jusqu'à + 2 0u décroit jusqu’ à — 00. ILest remar- 
quable que tout point z; de F ot | r, | devient égal à son maximum. Lee 
ne peut pas être un point asymptote, et plus précisément on. eut 
tracer un are de courbe analytique y; passant par =; telle que d dans un. 
petit cercle c;de centre x; les points de Det de F soient tous dans FE 
‘os SPane-des. deux: régions en lesquelles Y: divise le cercle‘. E $y, 
PRESS _enz;le polynome Z=7,(2)-prend la valeur Z; située sur | 
2 Considérons la fonction algébrique 2 = Xi(2) inversi 
| auvoisinage de Zi; elle transforme un arc esuffisamment 
entourant Z,en une courbe. analytique = passant pat 5 
_ zéro de =,(=), Z; serait un point critique de X, n(Z), € 
arcs analytiques se coupant en 3; SOUS un : angle 
Si l’on envisage dans un petit cercle Cde coat nase 
de ce petit cercle intérieure à |Z] < mp, il lui correspond 
ee rs tie 5 une petite aire c, limitée d’ une part par yi et d'autre part par un 
RES Care dertcourbe analytiqué provenant de Pare AZ —Z\=R, in 
eee a0) [Cm Cette aire c; contient tous les points de D su 
voisins de 3;; si lon envisage maintenant un petit cercle c;|5 — is 
(r assez petit), on voit que la partie de c; intérieure à ac contenant ar 
les points de D+ F intérieurs à c; sera tout entière dans iy une des 
pur: deux régions en lesquelles Pare analytique Yi partage le « cerele « ae io 
3 Re ae courbe y; (qui, on l'a vu, peut comprendre deux arcs se nt en = 3; 
taki if sur un certain angle) joue done au voisinage | de : 3: pour F le rôle qu 
jouaient les droits d’ encadrement du n° At en aucun cas si ne peut RS 
être un pe seb AR AIOE ie RE 60 Tai Sete Tica, ae rs yee 


- 2 . ARR Sti he Led 
yor : s 4 a EAN ¢ 


* 
4 


LA 


19, Influence d'une symérié de D; D par rapport à | une + droite passa 
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pan ae = Par une substitution linéaire [s] se] on peut toujours sup- 
poser que l'axe de symétrie de D est |’ axe réel. Montrons qu’alors tous 
des T(z) ont leurs coe ath fe cients réels. | 

= —  Soiten effet me gis it 2,3" le polynome 7, de deere 7k 
Si ses coefficients n ‘étaient pas tous réels, le polynome X,,(s) défini 
par 


SR (s TARN ni ca 


= > 


eel en O. Il est visible que la valeur de X, au point = conjugué 
des zestun nombre con) ugne de 7, (3) et si on écrit 


a pS = 


ee | ” de LOS. 


— > Nose À “ L te 


se de Xe) dans D est égal au maximum du module de =,( T(3) OW 
dans D, c’est done m,. Si X, (=) était distinct de T(z ) iby. 
Due eux polynomes distincts de degré n dont le maximum du 
Ee ee dans D serait m,. C'est impossible. Done tous les à; sont réels.. 
re: sulte que les points de F où |=,(=)| atteint la valeur m, sont 
Ss par couples, symétriquement à l'axe réel, PAseRtoRe faite 
x ¢ ul Die etre des | 


res 


rome wae pe n ae en + et te + Fe : on 
immédiatement que le maximum de PR )| dans D est 


We Reese FETE aes; À 


ns © 


“où &; “est le nombre complexe conjugué + iy serait distinet de 7, et 


 Lorsque 2 décrit eee 5 “deorit D et Teeiprotdement: Le maximum du 


celui de el a à Mine vee étant es faut: 
je len x 
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: CHAPITRE VC fer ee Lee 


re GÉNÉRALISATIONS DIVERSES. ea TEE 
© REPRÉSENTATION DE f(2) PAR DES SERIES DE PRAGUE AATIONNELLES. 


Fr : z _ aden E 
" ; ; { 3 ” Fa f Fa ws. 


217 Ea possibilité a approcher indéfiniitionk la fonetion me par 


les r,(z) repose, comme on l’a vu, sur deux faits : aaa eda 2ST eS ae 


possédant la propriété de minimum caractéristique de fGy ¥ 
_ deuxième fait résulte du premier, soit qu'on raisonne comme not , 
l'avons fait au n° 14, soit qu'on évalue le maximum de |#, - =F ident, | = 


maximum est BG 0). A ER AP nn ie er, 


E ven 0, dont Lg! maximum de la bats’ absolue dans D tend vers p, ie : 


| Gace thee de re SE Foie exposée préeedemment en 
variant As ree qu desti née à tendre vers , oe. 


1° Les maxima m, des | Tn | ‘dali D tendent vers. 8 en décroissant; 
2° Toute fonction limite des = Tiny dans D, est identique à f(s) comme : 


en prenant pour variable = See ) au lieu de 5 et montrant ie cass x 


* 


Il en résulte que toute et we ) Eat da ans SD, normale 


tae 


ne pour 


ny 


où alla. aun ae dais AM et : tee ten TA 
fonctions rationnelles Ry normales en O, holomorphes dans | le lan | 
complet, sauf en un point a extérieur à D, où R, aura un. dle 


d’ ordre $n. R, est alors de la forme NP bc aes PNR RES 
. ; P RE - | | .. Ale k : RUE , A FM re oat à = 
He | ape ih ae aed _ An Fa ons cee tas 

nm ty + ie AS me “ ee . . ; a wer 

LE {” uJ ¢ a ey 


(1) Le plan complet est le plan de la variable z complété par le point z=. 


= 
, ° P Se 
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relations linéaires distinctes entre les a;, ne laissant subsister dans R, 
que x — 1 paramètres linéaires indépendants, comme dans 7. 
On peut, en raisonnant comme au Chapitre I, démontrer l'existence 
d’une R, unique que nous appellerons R,(s), telle que, le maximum 
de sa valeur absolue dans D étant appelé u.,, et le maximum dans D 
de la valeur absolue d’une R, différente quelconque étant appelée y, 
on ait toujours ORE aga u., est la borne inférieure des maxima 11, rela- 
ifs à toutes les R, considérées. [Ici il n’est plus nécessaire de sup- 
poser D borné, mais simplement que D laisse à découvert une région 
du plan à laquelle appartient a.] Il est plus rapide de montrer que, 
pour un changement de la variable =, l'étude du cas pi se déduit 
de celle des ñ,(3). | 

Faisons en effet un changement de variable sur 3, qui envoie 4 à l'in- 
fini, qui conserve l’origine, et conserve les propriétés des R, en O, 
R,(o) = 0, R;(0) =1. Nous poserons 


au 


; d’où D 
Z fae ik 


À étant une constante; pour z =OuU—0;pourzs=au=o. , 
ae domaine D décrit par z devient un domaine D, décrit par w. 
=a était extérieur à D, donc Theo sera extérieur i à D,, c'est- 
à dire que D, sera bor. a ieee 


Posons 
+ [ Ae] = PAL]. 


La fonction P,(u) devient un polynome de degré <n car 


= = ten) 


u pom AN: à mo 
PAGS A oe eel ar) 
—— He 

; | $ ! dz dz 


car R OL Bs 


~ Done 
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dz ih 
ery es 


P,(u) sera normal en O si 


(= eee ee 
PLUS FO 
“ ; . F az au , 

k wee eae ae ae 5 = et l’on 
on prendra done À a, c’est-à-dire u Pr ire 

a aU. , < 
aura en P()= Bal oa | des polynomes de degré Sn normaux 
en QO. 


Dès lors, au polynome 7,(u) de degré <n, correspondant au 
domaine D,, correspondra la &,(z) unique, relative au domaine D, 
dont on a parlé précédemment, et pour laquelle le maximum de &, (5) 
dans D a la plus petite valeur possible. On aura 


as 
(= | € | * 


. Les x,(u) ont pour limite, uniformément dans tout domaine A, inté- 


rieur à @, D,, la fonction Z = f,(u), normale en O, qui fait la 
représentation conforme de D, sur un centre |Z| =o. Il s’ensuit que 


les R63) = ay ( 


az 


: :) auront pour limite, uniformément dans tout 


domaine A intérieur à D, la fonction Z= f, E | = f (=), normale 


en O, quit fait la représentation conforme de D sur |Z|=p¢. Le 
maximum p, de |R,(z)| dans D est identique à celui de |r,(u)| 
dans D, qu’on appelle m,. La différence | f(s) — R,(z)| est de l’ordre 
de (un 9), comme l'était |r,(u) — f,(u)|. La généralisation actuelle 
des *r, aux ®,, est donc immédiate. 


(1) Dans le cas où D est un cercle de centre O on sait que r, = 3, quel que.soit n, 
en f(z) = se: : 


Si D est un cercle contenant O mais n’ayant pas son centre en O, soit a le symé- 
à as : : 
trique de O par rapport à ce cercle; par w = 3! D devient un cercle Dy de 
centre O, pour lequel r,(u) = u. On en déduit que les Ry, de pôle a, relatives à D 


as 


sont toutes égales a 


ainsi que la fonetion f(z) elle-même, 
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| 93. Une généralisation. plus Shen se présente de la manière 
suivante : ate i 
~ Donnons-nous a priori (es POMS a Gas Less Mu ds OR te fini 
ou infini, fixes (') ou mobiles à l’intérieur d’un domaine @ exté-. 
rieur à D, et considérons, n étant donné, toutes les fonctions ration- 
nelles R, (z), normales en O, n ‘ayant dans le plan complet que 
n pôles au plus, simples ou multiples, dont la somme des ordres soit < n, 
_ ces pôles étant des points a. Envisageons l'ensemble des maxima à, 
Aedes |R,(z )| dans D. Le maximum À, d une |R,| dans D, dépend conti- 
FLO, nüment des coefficients arbitraires figurant dans la R, considérée et 
aussi des pôles 4; mobiles. Lorsque ces coefficients varient, ainsi que 
les pôles de la R;, À, a une borne inférieure g,, certainement atteinte 
par une R, au moins que nous appellerons &,, bien que, a priori, nous - 
ne sachions pas si elle est nécessairement unique. Sans d’ailleurs 
approfondir cette question de l’unicité de &,, remarquons simplement 
que si, pour un des points, «, par exemple, de l’ensemble «;, on déter- 


À mine la RiGay es, ice 


étudiée au n° 23; on est sir que si pu est le 


. 218842 maximum de cette |R..| UT D, on aura certainement Qn Un. La suite 
ee oe = décroissante’ des g, a donc pour limite 9, rayon-de D, comme celle 
Su ie des u.,. Len résulte que, dans tout domaine A intérieur à D, la suite 
des R, a pour limite f(s) et uniformément, la convergence étant de 

Fordse de (= Bre ee. 


“fay Bts I < Elan — p) RUES p), 


es ne dépendant que de 4 et D et non de l'indice n, ni des &.. 


+ Oh, ‘Une derniére étape fe généralisation sera la suivante : 

Tout expression analytique susceptible d'approcher d’aussi près 
qu’ on le veut une fonction holomorphe dans une aire @, et cela uni- 
MES: … formément dans toute: aire A intérieure à @, pourra jouer le rôle — 
- | a ont joué les fonctions rationnelles dans tout ce. qui précède. Len 
Los _ succès de la méthode tient. en effet, comme on l’a vu au n° 10, à ce 
e, Si D, nr D, on peut trouver un polynome Prqui, A D, 
de moins de fay d'où il résulte que = Het est un 


3 ® Si l'ensemble ie ay tes est infni, on le supposera fern mé. 


Ann. Ee. Norm. (QE XL, - — pen 1927. 
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_polynome normal en 0 qui diffère de Fe ‘de’ moins d 
| nee de Heese: de D Dé on en a déduit au n° 


une de ces s expressions tminimantesy dE maximum e 
vet, étant Sn an suite Sn tendre y vers P sie n fend: vers l'infi 


ee ts Spasms ei ante Be 


a 


“rss envisager pour les S dex He 


LCR 


StS n, chaque dl ee étant : 
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de PR de moins de 7; arbitrairement petit, les a; étant intérieurs 


à D et suffisamment voisins de a. De cette manière, R(z) pourra être 
remplacée par une fonction à pôles simples, avec telle approximation 
que l’on voudra dans D. Par suite les T, satisfont bien à la condition 
signalée au début du n° 24, les ¢, tendent vers p et T, tend vers fs) 


CHAPITRE VI. 


+ AUTRE ASPECT DH LA QUESTION. REPRÉSENTATION CONFORME SUR UN CERCLE DE RAYON Un. 
; CONCLUSION. 


26. Reprenons le polynome =,(=) correspondant à D, borné, conte- 
nant O. On a vu que |7,|[<m, dans D+F, et si P,(:) est un autre 
polynome normal en O pour lequel|P,|S™, dans D + F,ona ts 
_ Envisageons les polynomes 3 : 


tr ASP iat ee 3 : 3 
; fe = Fk alto. + aye” et aS tt tae 
Ce (oe | n- Man : Si 


Len maximum ae [lx 


de |r égal à l'unité. 


4 


THE puisque Mn <? mi’, on aura 


oF i. 
oe is ate Min © Mn 
terol REM ER RO MO tc ee 
ae RE, Tn ae P, 
: — = D et — = 
BAK tens! Neg. TE ; hers fee 
ona ‘3 om 
PAU ae < es 
; me = mA (0) Ps ae ee 


ae sulpaonie &, (2) a donc cette propriété. qui est en quelque sorte - 
_ dualistique de celle de =,(s) [ce fait se rencontre dans tous les pro- 
blèmes isopérimétriques du calcul des variations et dans tous les pro- 
_blèmes d’ extremum lié]. Parm tous les polynomes Paz), nuls en O, infé- 
| rieurs en valeur absolue ¢ à l'unité dans tout D, il y en a un et un seul ora), 
no une dérivée @, no) ; po en. Os et He aux valeurs 
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absolues des He en © de tous les polynomes Pn(z) considérés. 
Les |p;,(o)| = mz ont en effet pour borne supérieure la quantité 
I 
Mn = w,(0), 
atteinte par le polynome @,,(3). 
De ce point de vue on aurait pu définir dirsctoment wate jet l’étudier 
comme on l’a fait au Chapitre I pour #,(z). Nous n ’insisterons pas 
là-dessus. 
Lorsque » devient infini, 7, tend vers 6 et par conséquent 


lim w,(z) = lim Tn) = JG) — fi(s), 

p p : 
uniformément dans tout domaine A intérieur à D. Or Z = f(z)trans- 
forme Denuncercle|Z|<o. Ilen résulte que Z, = /,() transforme D 
en un cercle |Z, |< 1 et de telle manière que /,(0) > 0 comme toutes 
les quantités &,(0). 

Les &,(:) ont donc pour limite, uniformément atteinte dans tout A 
intérieur à D, la fonction qui représente D sur le cercle unité avec conser- 


vation de l’origine et des directions d’axe réel à l’origine. 


Chacun des &,(z) transformant D en un domaine d, jateribne 
a |Z,|<c1, et dont la frontière touche |Z, 1 — 1 en = points au moins, 
on s'explique que d, ait pour limite le cercle |Z,| x. 


27, Les questions étudiées au cours du présent Mémoire en sou- 
lèvent d’autres sur lesquelles nous reviendrons prochainement. Que 
devient la suite des z, lorsque O n’est plus intérieur à D mais se 
trouve sur la frontière de D? Que devient-elle lorsque D n’est plus un 
domaine, mais un continu sans point intérieur, auquel appartient ou 
n appartient pas O? La convergence des =, vers f(s) s’étend-elle à 
la frontière de D lorsque F est une courbe de Jordan simple fermée? 
Comment varient les polynomes x, lorsque D se déforme? Nous verrons 
que la réponse à ces questions est intéressante ; signalons dès mainte- 


“nant les points principaux de cette étude dans deux Notes des Comptes 


rendus (t. 184, 9 et 23 mal 1927, p. 1107 et 1227) que nous déve- 
lopperons ultérieurement, 
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i : [Got EE ite 4 
Considérons une équation aux rot partielles du premier — 3 
| ordre La ae ence Eg is fonction inconnue 2 des aN: ie P 
Fae Pry - see vee 3; » Pis Pr =o; “ ea a 

a pts qui définissent ainsi un élément ne | : 

. oe ce ce ei caer au vornage de ces valeurs; nous . ay 
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élément ol de (E), i un deux. stant. l élément ary 215 pee D j 
l'espace (Eu) à n +1 dimensions (Li, 3) cette so solution est an RE 
_ sentée par un bandeau d” éléments du premier ordre qui € ns une | 
multiplicité caractéristique de l'équation (E). Les bandeaux : 
ristiques de I’ ‘équation (E) dépendent toujours « de an—t1 const 
arbitraires; le support ponctuel d’un bandeau est en RAN: une | 
courbe a on apne courbe Arte ss On seme quete 


| ; les qui ont ate Wain ses. RE caractéris u 1 

re LS  deon = it constantes arbitraires, chacune de ces. courbes portal i saat 
bandeau caractéristique. Mais on sait qu ‘une Sane, cle 
ane a différemment : ses courbe Wee Le Sl 
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sf 


vos qu i existe, con à dehors re an 


ne. at 
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p équation ne ait est re rang ar ara 
AR Fon ee te bandeaux caractéristiques et par un point arbiti 
l'espace 6, il en passe a"; si Fe I l'équation est du ‘type général, 
Rass Bie n, elle est linéaire. FRE TE sae ee na AREAS 
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_untel système. Le système linéaire 


(4) den tir Tv ter 


est un système complet. Soient ®,, ..., Dani, Fi, ….,F, UN Sys- 


tème de 27 — m +1 intégrales distinctes du Syaleme (4). Les équa- 
tions | 


ney D = Croate » 


où les C désignent des constantes arbitraires, représentent les multi- 


_plicités caractéristiques (à m RERO du système (3). Par un 
élément intégral non singulier | #6", Py ilspasse-une pee 
caractéristique dont les Fe SORTE 


7 d aoe 7 ae : 
Pea pen ee Oh hear Oa 


ea support ponctuel d’une multiplicité caractéristique, nous l’appelons 


variété caractéristique ; ilest à m dimensions, sauf exceptions dont nous 


_n’avons pas à nous préoccuper, et.en général il supporte une seule 


multiplicité caractéristique. Toute multiplicité intégrale de (3) est un 
_ lieu de caractéristiques. ae 

- Siles fonctions F ne sont soumises à aucune  particularisation, les 
ane caractéristiques dépendent de an — 2m-+1 paramètres; si 
_ les fonctions F sont linéaires, toutes les maltiplicités caractéristiques 
issues des éléments intégraux ayant un pointcommun sont supportées 
par la même variété caractéristique à à m dimensions et ces variétés ne 
… dépendent que den — m +1 constantes arbitraires; nous apprendrons 
à construire des systèmes en involution où le nombre des paramètres 
‘dont dépendent | les courbes caractéristiques peut être un nombre quel- 
_conque compris entre » —m-+1 et 2n—2m +1 et que nous appel- 
_ lerons aussi systèmes pseudo- -linéaires. Un système pseudo-linéaire . 
possède eomn—inve—k variétés caractéristiques sera dit derang hk. 

_ Dans le présent travail, nous ne pouvons songer à envisager tous les. 
cas possibles, la question étant liée à celle, si complexe, des enve- 
re dans un espace àn+I dimensions. Il est évident qu'on peut 
toujours, : sans Pen reconnaitre si une RE ou un système, 


320 G. CERF. 


est pseudo-linéaire, et dans l’affirmative déterminer son rang; mais, 


sans précautions, les calculs péuvent être très compliqués. ‘Nous nous 
proposons en premier lieu d’indiquer une marche à suivre qui permet 


souvent de simplifier sensiblement les recherches; nous indiquerons 
ensuite, sur un exemple, que la classification adoptée, bien que 
n'étant pas invariante par rapport au groupe des transformations 
de contact, présente cependant de l'intérêt par les simplifications 


qu’apporte la réduction du nombre des paramètres dont dépendentles 


variétés caractéristiques ; nous donnerons, surtout, le moyen de cons- 


truire les équations et systèmes pseudo- -linéaires à partir des systèmes 


d'équations de Pfaff. | 

Les équations et systèmes pseudo-linéaires se présentent tout natu- 
rellement quand on se propose de ramener au premier ordre un sys- 
tème différentiel quelconque en involution; par exemple, Lie (') 
voyait la véritable origine de la méthode de Darboux, pour les équations 
du second ordre à deux variables indépendantes, dans les propriétés 


d’une équation pseudo-linéaire à cinq variables; dans le dernier Mé- : 


moire qu'il a publié (?), il s’est du reste occupé de deux eas particuliers 
du problème que nous nous posons, ceux des équations de rang n—1 
et n—2; il a pris comme point de départ le système d'équations de 
Monge auxquelles doivent satisfaire les paramètres de deux courbes 
caractéristiques infiniment voisines afin qu’elles se rencontrent; c’est 
le mème système qui a servi plus tard à M. Engel (*) dans un Mémoire 
important, sur lequel nous reviendrons, et où il a donne, comme 
application d’une méthode générale, un moyen de reconnaitre les plus 


simples des équations pseudo-linéaires. Ce système d’équations de 


Monge se rattache au problème général du calcul des variations : c’est 


à ce point de vue que s’est placé M. Cartan (*) quand il a repris le fond 


même du Mémoire de M. Engel. 

La méthode que nous Ra Re plus terre à res consiste à 
faire une étude géométrique directe du problème del’ intégration d’une 
DRE RS PART EUR hae RRS. PRIT PRES DE RARE Re uit: 

(1) Berichte der Konigl. Sächs, Gesellech: zu Leipzig, vol.. 47, 1895, p. 142. 

(2) Lbid,, vol. 30, 1898, p. 113. 

(3) Ibid., vol. 87; 1905, p. 217. 

(*) Bull, de la Soc, math. de France, 1, 39, 1911, p- 29. 
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= S , \ . 1 . . \ . 
équation ou d’un système pseudo-linéaire; elle conduit à certains sys- 
temes de Pfaff qu’il est aisé de traiter par les procédés du calcul exté- 
rieur. 


A. Quelques remarques préliminaires sur la géométrie des cônes et 
la théorie des enveloppes dans un espace à n+1 dimensions. — Si 
des droites issues d’un même point M dépendent de n — & paramètres 
essentiels, elles engendrent un cône de sommet M à n — k +1 dimen- 
sions (1<#<n— 1). Si l’on associe à une génératrice fixe G les géné- 
ratrices qui lui sont infiniment voisines, on détermine un élément 
plan à n—Æ+1 dimensions : E***', osculateur au cône tout le 


~ HA 
long de G, et G est la droite commune à E”**' et aux éléments 
osculateurs le long des génératrices infiniment voisines de G. Il peut 
se faire que chaque élément osculateur ne jouisse de cette propriété 
que relativement à une seule génératrice du cône; celui-ci possède 
alors oo” éléments osculateurs. Mais il peut arriver aussi que 


* EN i . ’ Ae # , A 
tout E,,,"' envisagé soit, en général, osculateur au cône le long d’une 


infinité de génératrices : cela se présente, par exemple, dans l’espace 


a 4 dimensions, pour un cone dont la base est une surface dévelop- 
pable ordinaire dans un espace à 3 dimensions. Toutes les généra- 
trices le long desquelles un même élément E’,**' est osculateur sont 


n+4 
n+ 


- celles qui sont situées dans l’élément plan commun a E/*;,,, et aux 


éléments osculateurs infiniment voisins, soit E* (m<n—#+1); 
: 9 n+1 , 
les génératrices du cône se répartissent alors en "+! faisceaux 


plans à m dimensions E*, dont chacun est contenu dans l'élément 


n+l 
osculateur commun à toutes les droites du faisceau; il existe 
éléments osculateurs à n — k + 1 dimensions. 
Il peut se faire que le cône soit engendré par des éléments plans 
E*',(m'> m) dont chacun est un lieu de E”,,; l'élément osculateur 
relatif à une génératrice G contient alors non seulement le KE”, mais 


oe 1 ps | es a sis ñ Asa i—k 
aussi le E”’ relatif à cette génératrice; par un E”,, passent oo” "Er 


n—k-+-m-+-1 


‘ 


9. Nous nous occuperons dans ce paragraphe d’enveloppes de 
variétés planes ayant un point commun M(a;, 2). Nous représentons 


: indifféremment une telle variété par le système de Pfaff (6) qui définit 


Ann. Ee. Norm., (3), XLIV. — Novemere 1927. At 


4 
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ses éléments linéaires à une dimension ‘piesaat par M, ou | a 
équations cartésiennes (6°); nous supposons les variétés ? àp dit 
sions et dépendant de p — m paramètres essentiels (ism <p); pour 
simplifier l'exposition, nous admettons qu’on puisse r résoudre ye 
équations par Rp à ds et aux différentielles de i, hey Din MAC 


a= ds — we Hi ee AR ite nee 20. BS 
(6) ES dae, ae Cine AE naps ae : ae oh ditn) a9, ss à 
om bette ees ss Later eZ AT AE Ce TE as PS mn 5 x 
HER TEE ee (HER, 1 ete x mt = pic dary) = = pt er - te fe re : 
| -Z—:— Anrpa(Xn-prs— LR Het a tal Keck 12%) : i : 
(6!) X,-2,= = Dh nes Xp = Fra + | or ae b, JOUE 
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rss. 
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wee ne trosre és ee 


les aet les b sont Peas de (an as et de se 


| We ae ae —p a Es DE pinbaues hi ne le 
des équations (6°) par rapport aux À se réduisent à p—m 
d’entre elles; il existe p—m formes de Pfaff en dx 
-distinctes entre elles : ITA … des telles que E Bre a3 
les Da ene et see ALP ae gee De | 


DIN 


+ ae 


Le te ies EB, nie aux rae issus de est un cône Cap. 
dimensions : » <p'£p. Un élément Eh relatif à une génératrice G abs 
de C contient les génératrices infiniment : voisines de Ge cela est Ft 
dent pour celles qui appartiennent au même E”.,; pour les autres, 4 

cela résulte de ce que les éléments à m dimensions infiniment pos ret 
Seas 


du u Er considéré sont aussi contenus dans le LATE) relatif à à G (cor 
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on trouve comme éléments osculateurs les E” 
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cela se passe par exemple pour une surface développable ordinaire : 
n = 2, p= 2,m=t1), Nous disons que les éléments E., enveloppent 


n+1 
le cone C. Si p’ = p, en appliquant au cône C les considérations du n° 1, 
n+1° 

Si p'< p, les éléments osculateurs de C sont à p’ dimensions : EB”, ; 
soit G une génératrice de C’ située dans un E/’, déterminé et apparte- 
nant à un EH”, aussi déterminé; ce dernier est contenu dans En qui 
lui-même est contenu dans tout E?,, correspondant à E”, ; si, en par- 


ticulier, E”, est aussi l’élément caractéristique de HE’, alors par 


chaque H”’,, passent æ’ /E”.,, qui admettent tous comme élément 
caractéristique le E”,, envisagé Fa ce qui se produit par ee 
sim=1). 
Supposons que, dans ce cas particulier, les équations des élé- 
ments E”’,, soient : : 
ods — (A, phdti pu +. um 
ome ddr, — (Bho ig, den +... +B} dr) = == 65 3 tee 


i Ee: D n—=pl DIEU Yan paver toa 
Vn—p = AL yp! — Gah ane ALp—p'44 te. + Be PY AXn) = 0, 


où les A, B dépendent en outre des (x;, z) de p'—m paramètres : 


Un—prts +> Uy-m3 Chaque expression 9; du système (6) est une fonc- 


_ tion linéaire de Y; et 4, ,,,, ..., Ynp, dont les coefficients dépendent 


de p—p’ paramètres : v.,, ..., 11, ,. 

Mais des circonstances beaucoup plus complexes peuvent se pré- 
senter, l'élément caractéristique de E”,, étant contenu dans E”, ; nous 
n’aurons pas à nous servir de l’analyse détaillée des différents cas pos- 
sibles et nous n’insistons pas. 

Il existe, en général, un système de ao" qui enveloppe le 
cone C au sens qui vient d’étre dit, ce sont ceux qui contiennent les 


oo rs |’ équation de ces éléments est 

% == À pan + Qi + de + LES Qn—p 
et il est clair que l'élément caractéristique d’un telE,,, est un Ey, de 
la famille précédemment déterminée; par chaque E”., il passe CE M DES 


Mais il peut arriver que les æ?"E”,, donnés soient contenus dans 
moins de a" ie. ;.en laissant ce tas de côté, remarquons encore 


~ 
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qu'il est possible que les oot Bs que nous avons honte se répare 15 
_tissent d’une infinité de manières en oo”~” faisceaux, tous les éléments ian FT 
d'un même faisceau contenant un mème élément à p dimensions, RE 
l’ensemble des éléments de base enveloppant à à son tour ae cone oc ae 8 
c'est le cassim=1r. SEED. + ARR esc: ae 
= re d ge oo, nf = 

Be Supposons maintenant que les éléments Ey, donnés dépendent a 
dep—m+r paramètres essentiels (o<r<m) et qu'ils soient con- ae 
tenus dansæ”" "E7.. ; supposons de plus que l'élément caractéristique BE: à 
soit à m dimensions, ce qui conduit encore à introduire le système (Te FT 
dep—m équations de Pfaff avec un sens analogue. Comme précédem- ; = 
i ae 


ment, tout E”,, qui contient une génératrice G contient aussi les géné we 


_ratrices infiniment voisines de G. Le cône C est au plus à p dimensions, DR a 
mais ce nombre ne peut étre atteint : les E,., devraient être les élé- 
ments osculateurs de C, ce qui est incompatible avec I’ hypothèse : dune — 

valeur positive pour r. Si le cone Ci à p' ‘dimensions (me <p<p),1 nous | 

dirons que le système d’ éléments E”., considéré surenveloppe le cône C3 


il est bon d'observer que nous n ’exeluons pas le cas où un ÆE,, con- 


s 
Qi 


tient en outre du Ey, qui lui est propre une infinité continue de tels De 
éléments. Les &""E",, envisagés au début de ce paragraphe enve- à a 
ia le cone 1 car leurs éléments Liber seine. sont les ‘Er He A ae . 
, EE | ee = 

F Ses : Cf abl wiht Fs eh a? ee 

; 14 CRE 


4. Cône caractéristique d'une ae aux dérivées perde — Soit M os 


un point de coordonnées (xi, s)et tel que P,, P., reais n'y: soient Es Le: 
pas tous nuls; les tangentes aux courbes caractéristiques | de Péquas © 
tion (1) qui passent en M engendrent un cône, le cône caractéris- = 
tique C; on en obtient l'équation en éliminant FR Pas ++, Py entre les ÉTÉ 


relations (1) et (2) : Fo ; 


; (1) ; sé ; 2 : ; F (2%, 3; Pie Or 1 ; = 
(2) : dx, x dx ivi | dz ; r * À x e | 
Pilar pS OK ee (aj, 2 D — PPT PPT EP Pn c 3% k “Me a 
pa ITS 
« ea, 


bused la fonction F n’est soumise à aucune particularisation, Gs CT 
que M est un point arbitrairement choisi, l'élimination des p entre © : 
les n + 1 équations précédentes procure une seule équation de Monge à 
et le cône caractéristique est an dimensions; a chaque génératrice G 
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du cone est tangente une seule courbe caractéristique et correspond un 
système de ini bien déterminées pour les p qui détermine l’élément 
intégral porté par la courbe au point M; la considération de toutes les 
génératrices du cône C permet d'obtenir tous les éléments intégraux 
portés par M. 


Les éléments intégraux sont les éléments osculateurs au cône G. — I 
faut montrer que E;,, contient non seulement G mais aussi les géné- 
ratrices de C infiniment voisines de G. Pour simplifier le calcul, sup- 
posons l'équation (1) résolue par rapport à p, sous la forme 


Esler ise Pi=f(% Pas up) 
L’équation d’un élément intégral est 
L—s=f(X,— x) + pol X.— ms) +... + pn(Xn—2n);3 


on vérifie d’abord que la droite issue de M admettant pour paramètres 
de direction 


mts Pa Pass fe pale bee palPn 


se trouve dans E".., c’est G; on constate ensuite qu’il en est de mème 


pour les droites admettant pour paramètres de direction : 


D D TP bp. 
Sy a pPrb yar: + paPrat d(— f + poPst+..-+pnPn), 
car | | 
a(— f+ poPet+...+ paPn)=priPs+..-+ prdPa. 


Supposons à présent que F soit telle que C admette moins de 
n dimensions, soitn —k +1(1 <<k <n); il possède alors x" géné- 
ratrices, chacune d’elles est contenue dans æ"-' éléments intégraux. 
La démonstration précédente{s’applique encore : chaque élément 


| intégral contient non seulement la génératrice à laquelle il est relatif, 
mais aussi les génératrices infiniment voisines ; il contient donc l’élé- 


ment E*-%*! osculateur à Cle long de G. Chaque génératrice possède son 


HA 


élément osculateur propre, car iI est nécessaire qu'il y ait 0” “de ces 


éléments afin qu’ils puissent porter l’ensemble des +" éléments inté- 
graux de É équation en M répartis en oo faisceaux de æ"-' éléments. 


-trice G,, ..., G, des cones caractéristiques ee aan) oat nous nous. 
_plaçons fins le cas où il est impossible de déduire du système en 


une droite quelconque de E”,, issue de M, “est. génératrice du cône MEET. 
caractéristique d’ une équation convenablement choisie faisant partie du RES 
_ système donné. En général, les "EE" 


sions infiniment voisins de E”. 


contient non seulement E*, mais aussi les éléments infiniment voisins ; 
_E., est l'élément osculateur commun à toutes les génératrices situées 


conque; elles déterminent un élément à m dimensions ee tangent à — 
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. Cône caractéristique d'un système en wivolutiones Soit un système | 
en pies dem equations d’un point M sont issus oo” éléments — ; 
intégraux du système E,,,, qui sont les éléments intégraux communs 
aux m équations. Chacun de ces éléments est relatif à une généra- 


involution une relation indépendante des p, cas auquel on peut toujours be y ea 
se ramener; les directions de ces m génératrices, en un point M arbi- 
trairement choisi, sont alors distinctes pour un élément intégral quel- _ 


une multiplicité caractéristique du système; EB”, est contenu dans E’,,; ce 


yey Alsi déterminés engendrent 

un cône I’, an dimensions : les éléments osculateurs aT sont les éléments 
intégraux du système. Cela résulte de ce que les éléments à » dimen ics, 
7, sont déterminés par » droites conve- 

nablement choisies parmi G,, ..., G, et les génératrices infiniment — = a ee 
voisines de celles-la dans les cones C,, ..., Gn3 par conséquent Ey 


ere 


TA des 
En 


n m : Lars Aes rés 
- dans E”,,. ; as ree a 


‘_ 


. Mais il peut se faire que r sae moins ds n dimensions, soit j P' > mn. 
et E”. un de ses éléments osculateurs ; al contient les ES relatifs à 
ses génératrices et il est contenu dans les KE”, , correspondants ; ; ceux-ci 
enveloppent le cone I’, car BE”, est commun à Ey, et aux éléments 
intégraux 1 infiniment voisins. Il peut arriver que l’élément caractéris- “ly 
tique de E”,, soit un E”,, commun alors à toutes les génératrices de Eye, Le 


relatives à B”,,; cela se produit par exemple lorsque m = 1. C’est Bis ere 
cas particulier important duquel nous nous occuperons spécialement. ie eS 


A 
. Le é a “- 


6. Equations el systèmes semi-linéaires, — On sait qu’ une équation ou ag 
un système en involution à n variables indépendantes sont dits semi- ef 
linéaires s’ils admettent une intégrale compléte,dont le support pone- 
tuel ait moins de n dimensions. En général une ‘intégrale complète es 
dépend de n ahem bats arbitraires; si p, est le airs de’. : 
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dimensions du support, par un point M il passe «’” intégrales de 
l'intégrale complète, et M supporte ap". dont chacun déter- 
mine oo”? éléments intégraux, et l’on obtient ainsi les «”~” éléments 
intégraux issus de M; si pest supérieur au nombre de dimensions du 
cône caractéristique, les éléments E enveloppent le cone. 
Mais cela suppose que les E,, supportes par le méme point sont 
tous situés dans des E., différents; si un même E”,, intégral contient 
une infinité continue de ces E”.,, le nombre de paramètres que nous 
avons indiqué pour définir une intégrale complète n’est plus suffisant ; 
on conçoit ainsi qu’une équation semi-linéaire (ou un système) 
puisse admettre une intégrale complète à p << n dimensions dépendant 
de n+1—m-+r paramètres arbitraires sans qu’il soit possible de 
diminuer ce nombre; si p est supérieur au nombre de dimensions du 
cône caractéristique, les éléments E”,, ainsi déterminés en chaque 
point surenveloppent ce cône. 
Nous dirons, dans l’un et l’autre cas, que les éléments HE’, forment 
un système d'éléments intégraux à p dimensions; il résulte de la 
_ théorie générale qu'il existe alors nécessairement des systèmes d’élé- 
ments intégraux à p +1,..., n —1 dimensions. 


+1 


7. Le système d'éléments intégraux à p dimensions est unique. — 
 Placons-nous d’abord dans le cas où l’intégrale complète à p dimen- 
sions dépend n —m + 1 paramètres; posons 


TN ET EUX n—p+i=ék.. 


Pour simplifier, nous supposons les équations résolues sous la forme 


| So 8( Lk; Lis very ng 2 RTC 
; CA £ (en, ++. Æns By oe) Bh), 
(9) Wis ae 

| Cp = Ski (Tr > Un, Li) , on) 


_ Les ant E}7#*! ont pour équations 


n+ 
= / Po — ds ay. Ati... @, dx, =0, 
4 ed 
= 0, = da, —"d}, a ae en Aero, 
Os 2; ‘ a 
RP A ARE de ve RS Tr Stet SR PE . 
SS ark pane 
= L si pds bé U Ax,.—.. — bi ida, 
f 
? 


act - ds 
è TITI = 
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avec : 
as 98, b= or’ 
MNT LIRE: 


Les éléments intégraux à » dimensions, définis par les p admettent 


our équations 
P q Sy 


P= ax — Shi pibh, 
4 1 


(11) RE Stour Ga = 


k—1 


aa : 

4 L 

Pre > i p10$ 
1 


Le système en involution (ou l’équation si À= n) est obtenu par 
l’élimination des 4 paramètres « entre les relations (9) et (11) au 
nombre de 4 + n—k+1=n-+t1. Posons 


Og 0g, — OS À 
tre =p Je "Pi es VIRE ROUES we te 


Il résulte des rélations (11), que sur les surfaces intégrales du sys- 


tème la relation suivante.est vérifiée : 
1 


dz — p, dæ; —...—p, dx, = Ji 6; da. 
, k 
Une surface intégrale quelconque est déterminée par des équations 
telles que 


| = vida, > an), 
CUS Ge hie Reco AE DURE DE RE Aon og eee at ie 2 : 
| RENTE (EN Mew ay COS 


les fonctions & étant arbitraires et / un des nombres entiers 1, 2, ..., 
n—1, il en résulte 


dB, 00; 
| PB: CT Shea se for da Br+1= 0; 
(13) D re espe RE M acl oe es nd a EE RENE 
a 0 
[peer eee ee 


l'intégrale en question est obtenue par élimination de a,...a,, 
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Pye + Pi-1, Soit h + k—1 quantités, entre les équations ( (9), (12) 
et (13) au nombre de #+ {+ h—1=#+h. En général, l'intégrale 


est donc à » dimensions; mais admettons qu ‘elle soit à n—k+t1 


dimensions. Cela exige d’abord évidemment que h—l<k. D'ailleurs, 


sur une Intégrale quelconque, les x étant reliés par les relations En 
et (13), on peut écrire 


| 4.4 h 


Go ae Aa. + se day = Di Ada 
x 1+1 
. h 
Oe - ; Of 
(14) Seal og LTÉE Beal ter du= >i My der, 
4 ‘ Î à a 
4 +1: ; 


OL 02K 
DE a AA NES Le den D y Xe_,,;da;, 
1 


ah 
lard 
en posant . } 
. : OS 05 J£u 0B; Og 
I ce ce eh ae eee cont 
Posies Te arene Fears da; O%,, oe 0a, 
MEE BS Len (ASIP Slat, TRUE 


Pour que l'intégrale soit &n—-+1 dimensions, il faut que les 
relations (13) où a,...%, sont exprimés par (12) en RTS pro- 
eurent À — / relations indépendantes des p et permettant de calculer 
re Oy) Il iy 3 z. Ordonnées par rapport aux p, les équations (13) 


s "écrivent | | 
+ Xo,144 — ak ER aes nn ha ART 0 
Xotre — PiXi,ts —, = Pi Xp te = 0: 


(13) 
X5,% ‘ Dax i, LR — Pr Xr,h = 0, 


on voit aisément que, puisqu'elles doivent donner /—/ relations 
indépendantes des p, chacun des coefficients X,. doit s'exprimer 
linéairement au moyen de } — ! expressions telles que 4 — A(x:;, 5), 
c’est-à-dire que, sur la multiplicité considérée, les X, donc les seconds 


‘membres des relations (14), sont nuls. 


Cela démontre que toute intégrale à our +1 dimensions (non 


singulière) est « enveloppée », quant aux éléments à n—hk+1 


Ann, Ee. Norm., (3), XLIV. — Novemare 1927. Ae 
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‘ 


dimensions par des solutions appartenant à l’intégrale complete 
donnée (9), donc aussi que la propriété énoncée au début de ce 
‘numero est vérifiée lorsque l’intégrale (9) dépend de n — p + 1 para- 
mètres. | 

Supposons maintenant À = n—p+1+7r, sans qu'il soit possible, 
en particularisant les paramètres, d'obtenir une autre intégrale com- 
plète ; toutes les relations que nous avons établies subsistent et les X 
‘ jouissent encore de la propriété indiquée; dans ce cas encore le sys- 
tème d'éléments intégraux à p dimensions est unique. 


8. Conoide caractéristique ('). — Les caractéristiques issues d'un 
même point M engendrent une multiplicité intégrale de l’équation ou 
du système en involution considéré qu’on appelle le conoide caracté- 
ristique en M. Le nombre de dimensions du support ponctuel de cette 
multiplicité est évidemment au plus égal au nombre des paramètres 
dont dépendent les caractéristiques issues de M, augmenté de m, 
nombre de dimensions d’une variété caractéristique; il est d’ailleurs 
au moins égal au nombre de dimensions du cône caractéristique, 
celui-ci étant inférieur à À si l’équation est pseudo-linéaire. 

Un exemple simple (?) montre que le nombre de dimensions du 
conoide caractéristique peut être supérieur à celui du cône. L’équa- 
tion owe 
| NS PRET AS 

Ps 
à trois variables indépendantes, admet un cône caractéristique à deux 
dimensions défini par les deux équations de Monge 


ly, x 2 
ds =(z8— 2°) dr, 4—! +> me) 0, 


tandis que les courbes caractéristiques dépendant de cinq paramètres 
il'en passe par un point &* qui engendrent le conoide caractéristique- 
à trois dimensions; à chaque génératrice du cône sont tangentes 
oc’ courbes caractéristiques. 


(*) HapamarD, Leçons sur la propagation des ondes, Pp. 289. 
(?) Gounsar, Equations du premier ordre, p. 332. 
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Par un point d’un conoide caractéristique, il peut passer une infi- 


nité de variétés caractéristiques; dans des cas étendus, il n'en passe 


qu'une; quand par exemple l'élément caractéristique de l'élément 
osculateur au cône caractéristique ‘est EK” ,; on connait alors quel est 
le nombre de paramétres dont dépendent les courbes ou variétés 
caractéristiques dès que l’on sait quel est le nombre de dimensions 
du conoide caractéristique; les considérations qui suivent s'appliquent 


surtout à ce cas. Remarquons qu’ une équation pseudo-linéaire est 


nécessairement semi-linéaire, mais que la réciproque n'est pas vraie : 
une équation semi-linéaire peut admettre un cône caractéristique 
. à n dimensions, celui-ci étant engendré par les éléments plans à 


n—k+1 dimensions. 


9. L. Supposons: que Rhee soit au moins égal au nombre de 
dimensions p’ du cône caractéristique C et qu'il existe un système 
d'éléments intégraux à a — # + 1 dimensions : proposons-nous de le 
déterminer. Nous avons vu que ces éléments enveloppent ou surenve- 


_loppent C; et l'équation de ce dernier s'obtient aisément comme nous 


l'avons indiqué. Dans le cas où l'élément caractéristique des E!-f'! est 


ier 


le méme que celui de l’élément osculateur à p' dimensions auquel il 


est relatif, on forure sans difficulté les équations des systèmes d’élé- 
ments enveloppant ou surenveloppant, à àn—#+1 dimensions. Parmi 


cés systèmes, il en est un seul qui constitue un système d’ éléments 


intégraux; il n'est pas nécessaire d'effectuer d'intégration pour l’ob- 


_ tenir. Comme, d’autre part, le nombre de paramètres” dont dépendent 
les éléments d’un système surenveloppant est nécessairement limité, 
on peut, au moyen d’un nombre fini d'opérations simples, reconnaitre 


si une équation ou un système admet une DORE complète à 


eS n— k +1 dimensions. 


Dans le eas général, il pourra s se faire que ig Méthode Pre ne 


soit pas plus simple que celle qui consiste à faire directement les 


sus comme nous l'avons Pt au début. 


~ 7 


IL. fats le cas Barclay: où nous venons de nous placer, un élé- 


ment E&**! est relatif à une caractéristique bien déterminée, courbe 


+1 


ou. variété; or un point d’une multipticite are à n—ker 


Pn 4 


Dey +A 


TP Ade a nat a Tak TI SS ek EN 
iat ad. s a = pc ac Fa SO ANR tal CEE PES 
pair Fe : oe Sen 
2G a a Re Sata ne \ 
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dimensions, il ne peut done passer en anse qu’ une multiplicité 
caractéristique située sur l'intégrale, et non une infinité continue : 


l'élément E., de cette caractéristique est l'élément caractéristique 
de l'E,, contenu dans l'Ex**! envisagé. Il n'est pas exclu qu'un 


1144 
E"-#*! contienne une infinité continue 


n+4A 


dans ce cas, relatif qu’a l’un d’eux. 
Par un point quelconque d'un conoide PR PRE il ne passe 


‘éléments Es. mais il n’ "est, 


alors qu’une variété caractéristique; si les conoides sont à r—#+1 a 
dimensions, il ÿ à œ°*??"—! variétés caractéristiques. Il n’existe pas aa 


d’intégrale complète dont le nombre de dimensions, au moins égal à 


celui du cône caractéristique, soit inférieur à celui du conoide carac- - | 


téristique : supposons, en effet, qu’il existe une telle intégrale et 
soit » — K+1 le nombre de ses dimensions (K>/); chacune de 
ses multiplicités intégrales porte ao!" variétés caractéristiques ; 


comme celles-ci sont toutes portées par l'intégrale eee il ‘en. ae 


résulte qu’elles dépendent au plus de ; 


n+i—m—Ktnti-m=an$a—am—k, 


ce qui implique contradiction avec le nombre de paramètres qui vient 
d’être calculé (nous avons supposé implicitement que les éléments de 
l'intégrale complète MS et ne Re x le cône 


caractéristique). SE Les 
En résumé, pour reconnaitre. si une équation ou un système est 


pseudo-linéaire et dans l’affirmative déterminer son rang, on com- — 


-mence par rechercher s’il appartient à la classe que nous avons par. 


ticulièrement étudiée (toutes les équations en font partie) : on forme 


le système de Pfaff qui détermine les éléments Er, osculateurs aux 


cones caractéristiques et l'on vérifie si l'élément caractéristique | 


d'un Ef’, est un EB”, les équations des E”,, étant données directe- 
‘ment par celles du système. Dans l’affirmative, et si le système de — 
Pfaff ainsi formé admet des intégrales à p’ dimensions dépendant 
de n+1—~m constantes arbitraires, il en admet certainement qui 
dépendent de n+ 1 constantes arbitraires (conoïdes caractéristiques), 
et l'équation ou le système admet : a" nee variétés 


caractéristiques. ‘ 


Sta 


_ Si les éléments osculateurs aux cones ne constituent pas à un tue | 
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teme d’éléments intégraux, on cherche s’il existe un tel système 
constitué par des re à p' +1, p +2, ... dimensions, soient 


n—k+1>ple nombre (minimum) trouvé et X le système de Pfaff 


obtenu (4 >1); si les éléments E!%°' enveloppent les cônes caracté- 
ristiques, nm — k& + 1 est le nombre de dimensions des conoïdes carac- 
téristiques, le système admet oo?” variétés caractéristiques ; 
cette circonstance se présente quand on a affaire à une seule équation, 
m = 1, et elle admet x*” " courbes caractéristiques. - 

Si les éléments E,7' surenveloppent les cônes: caractéristiques, 
admettons que ceux d’entre eux qui sont supportés par un point 
arbitraire dépendent de n+1—m—k-+r paramètres arbitraires; 
di intégrale complète correspondante dépend de n + 1 — m+r para- 


mètres et les variétés caractéristiques de 
Roi MT LM Ro m—ont0 om TS 


paramètres au plus; d’autre.part, les conoïdes caractéristiques étant 
à n—k-+1 dimensions au moins, les variétés caractéristiques 
dépendent de 2n +2—2m—k paramètres au moins. Dans chaque 
cas ‘particulier, il conviendra de préciser davantage par des considé- 
rations directions #2. 1 sf 


IV. Si nous nous placons maintenant dans l'hypothèse la plus 
générale relative à un système en involution, les considérations pré- 


_cédentes ne peuvent servir que médiocrement. Retenons simplement 
la formation du système = des éléments intégraux. 


4 


Jan Compléments relatifs au système =. Le système de Pfaff X qui 


détermine les éléments intégraux du nombre minimum de dimensions 
‘(au moins égal à celui du cône caractéristique) jouit en définitive | 
des propriétés suivantes, dans l'énoncé desquelles nous conservons 
toutes les notations précédentes. Z comprend # équations où figurent 
5n+2—hk—m-+r variables : les (x, 3), soient n +1, et les. 


n+1—#—m#r paramètres À, qui définissent l'orientation d’un 
B’-*' autour d’un point arbitraire M(æ;, =), et dont les différentielles 


| 


k 
ne figurent pas dans les équations; chaque élément Bene réprésenté 
_ par 2 admet avec les éléments LE même définition infiniment voisins 
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un élément E”, commun. © admet d’autre part -des solutions à 
n— +1 dimensions, dont les « projections » dans l’espace (2%, 3) 
sont aussi an —/ +1 dimensions; ces solutions remplissent d’ail- 
leurs tout l’espace (2, 3, À;), puisque, en chaque point M, les para- 
mètres À sont essentiels et que nous avons exclu le cas où l’on peut 
déduire du système en involution donné une relation où ne figurent 
que les coordonnées de M; de plus elles dépendent de n + 1—m—r 
paramètres au moins. 
Nous allons montrer que le système X est de classe 


2n+2—-k—-2m+r—=}. 


Cela signifie que y est le nombre minimum d'arguments au moyen 
desquels on peut exprimer les équations de Æ, ces arguments sont 
obtenus par l'intégration d’un système complètement intégrable qu'on 
appelle système caractéristique de À, soit %,. Ce dernier n’est autre 
chose que le système associé (') aux formes 9,9, ... 9,1, qui figurent 
dans les premiers membres des équations de È 


(15) = Pa —= 0) one O.4— 0, 


et « a 
Fpo...Prapal +, [Ones Pe Pha | 


©, désigne la dérivée extérieure de 9; et | | est le symbole de la multi- 
plication extérieure. 

Or = devant admettre des solutions à » — # + 1 dimensions n’éta- 
blissant aucune relation entre a,...2,, on peut trouver des relations 


(16) w;= dhj— PL. = pd; = 0, JL RAR R+I MEET 


qui prolongent.le système Ÿ, c'est-à-dire annulent #...2,,, cela 
entraine que ces formes quadratiques extérieures peuvent se mettre 
sous la forme 
n—k+1—m 
; = > 0D, (mod 9,...94) 


(LEONE ve 


(1) CarTAN, Lecons sur les invariants intégraux, p. for. 
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4 ce | Les ®,; sont des expressions de Pfaff qui représentent les dérivées 
- partielles, au sens ordinaire du mot, des 9 par rapport aux para- 
metres À; puisque chaque élément = SR contient un KE” 


2 n+, COMMUN à 
x ra 

tous les E,,/*" qui lui sont infiniment voisins, ces formes D, s’ expri- 
ment émane au moyen des seules formes Q,...Q,,,,_, ana- 


logues à celles que nous avons considérées au n° 2 et qui sont indé- 
pendantes entre elles et indépendantes de formes 9. _ 
Le système caractéristique de E s'obtient alors en di joignant les 
équations (16) et (17) 
He 7 ) ‘ ES ; Q, =o, : =. ae ee an — 0. 


* 


Toutes ces équations sont indépendantes, leur nombre est égal à 


k+(n—k+i—m+r)+(n—k+1 m)=an+2—k—o9m+r=y 


SOI Var Vo, +? Yansa-k-omer un système d’intégrales de Z,; ce 
sont à: fonctions indépendantes des 27 +2 — k# —m pu Seas 
Cri 3; hj). L’ élimination des À entre les relations | 


ve RS ALTER y) 
où les c; sont des constantes arbitraires conduit à — 
y— (n— k+1— m — Kye 


soit n +1— mrelations, entre les (a, =) qui définissent des variétés V,,_ 
à m dimensions i sel a (aj, 3); le nombre des relations obtenues 
+ par l'élimination des À n’est pas supérieur à celui qui vient d’être 
5 indiqué par suite de la présence des équations (16) dans %,, ces 
| ‘équations étant évidemment indépendantes par rapport aux A. D'ailleurs 
__ toute direction située sur une variété V,, satisfait aux relations (15) 
et (17) qui définissent l'élément Ey,, générateur du cône caractéris- 
_ tique : : les V,, sont les. variétés caractéristiques. Elles dépendent de 
sae paramètres au plus: elles dépendent exactement de Y paramètres 
el ree ost ‘apres ce que nous avons vu précédemment, dans le cas par- 
à tieulier ie nous à surtout occupé. : 


Ce 


AL. Aplications. = ~ La méthode que nous avons présentée conduit 


“a 


_ tiques au même nombre de dimensions, la question qui vient de nous 


du premier ordre non linéaire est à x + +1 dimensions, la condition “ ue a 


courbes caractéristiques, est que parmi les conditions de rencontre ee 
=. des courbes infiniment voisines de la famille constituée par les +=, QE 


a ita AN di RE 3 à 
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LCR 
à des résultats particulièrement simples lorsque le Pr de Fete | Se 
sions est le méme pour les conoides et les cones caractéristiques. Ve: 
Dans ce cas, l'équation, ou le système, admettent le nombre minimum ge 

de courbes, ou de variétés, caractéristiques compatible avec le nombre De 
de dimensions des cônes caractéristiques ; le système = s "écrit immé- CS Rees: 
diatement: c’est celui qui détermine les éléments osculateurs : aux cones oe SS 
et il suffit de constater qu’il admet des solutions à p’ "dimensions $ ” Re 
dépendant de » + 1— m constantes arbitraires au moins. = +e 

Dans un Mémoire précédemment cité, M. Engel, par application — à “ag 
d’une méthode générale qui lui est due, a traité, pour le” cas: # FR 


d'une seule équation (» = 1) et du cône et du conoïde caractérise 


occuper, IL a obtenu la proposition den dont nous adaptons 
l’énoncé à notre vocabulaire : | 
« Si le cône caractéristique d’une aquiion à aux Dre partielles 


nécessaire et suffisante pour que les æ°?-! bandeaux caractéristiques ME | 
soient supportés par le nombre minimum, c’est-à-dire par &"" 


courbes caractéristiques, il se trouve exactement & Nero Plat DEL 
indépendantes. Weegee a | J Ese! 153 
Cette proposition est iihportanté parce qu’elle met en év alent que “>Sent 

_ les courbes caractéristiques constituent ce que M. Cartana appelé UNE >a ee 
famille de M. Engel. Les conditions imposées au premier membre Fe FRÈRES 
- de l'équation dune contiennent les dérivées de F jusqu’ au troisième 
ordre; il semble que, dans des cas étendus, Les conditions auxquelles CT, 
‘nous sommes arrivées, et qui s'appliquent à l’ensemble de la ques: meee 
tion, conduisent à des calculs plus simples. — | ‘+ EAU 
Il peut se faire, par exemple, que la seule condition, pour le sys- - sus oe 


tème E d’être de classe 2n — k suffise pour qu ‘il admette le nombre NES 
requis d’intégrales an — +1 Dimensieas: c'est ce que nous allons 
montrer. nae | 
A toute intégrale de X, considérée dans 1’ espace re F2 , correspond à 
son image dans l’espace te 3, À;), avec une dimension de plus; dans 
le premier espace, il existe toujours des intégrales : à une dimension, AE 


” 


~ 


, 
a 
; 
2 
7 
| 


LÀ a inl 


L 
+ 


Siné ae de ie 


a 


ye? 4 
7 


, Oro se ae, ee 
7 nye 


k +3 


S É 2 ; 3 
SYSTÈMES D ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES DU PREMIER ORDRE. _337 


donc dans le deuxième des intégrales à deux dimensions: par consé- 
quent, sin —/ +1=9, ou bien # = n —1, la condition qui concerne 
la classe est suffisante : c'est le premier cas étudié par Lie et qui cor- 
respond aux équations pseudo-linéaires qui viennent immédiatement 
après les équations linéaires. 

D'une façon plus générale, on sait qu’un système de Pfaff admet des 
solutions dont le nombre maximum de dimensions estau moins égal 
au quotient à une unité près par défaut du nombre total des variables 


par le nombre des équations augmenté de 1; ces solutions dépendent 


de fonctions arbitraires, ce qui nous permet de nous occuper seule- 
ment du nombre de dimensions. | 
Supposons d’abord m=r; dans l’espace des y, la division à effec- 
tuer est celle de 27 — X par & +1; dans l’espace des (x, 3, À;) nous 
sommes done assurés d'obtenir des intégrales dont le nombre de 
dimensions est au moins égal au plus grand entier contenu dans 
CIN à +: NT: “ : 
- +1; la condition relative à la classe suffira done si 
ok 
——— +12>n—k+1 
(ote fn = : 
ou . É 
ENT EN) 
k> REV On 


= 9 


le plus petit zéro du trinome en # étant inférieur à 2. On-retrouve la 


solution #= n — 1; pour n>4iln’y en a pas d’autres. Pour n= 4, 
on trouve # =n — 2 qui donne le seul autre cas possible d’équation 


pseudo-linéaire. Pour les équations à cing variables, la condition de 


classe suffit done, et a fortiori pour celle à quatre variables. 


42, Examinons en détail ce qui se passe dans l’espace à quatre 


dimensions. Nous considérons une équation admettant un système 


d'éléments intégraux à deux dimensions, le système © est un système 
de deux équations à cing variables, æ,,æ,,,,3, et un parametre À: il 
doit admettre des solutions à deux dimensions dépendant de trois 


_ constantes arbitraires. Le système qu’on obtient en le prolongeant est 


celui qui définit ses éléments singuliers; il doit être complètement 


Ann. Ee. Norm., (3), XLIV. — NovEMBRE 1927. h3 
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intégrable ('), Z est donc réductible, en général, à la forme 


dy.— yidyi=e, 
dy,— ¥;dy,=0, 


Vis Yor Vs désignant les intégrales du système qui définit les éléments 
singuliers, les caractéristiques sont définies par y:=c, elles 
dépendent en général de cinq constantes arbitraires; les solutions à 
deux dimensions sont y= €!, ¥2= Ch Ya = Cy, mals nous n'avons fait 
jusqu’ici que supposer l'équation semi-linéaire. Pour qu’elle soit de 
plus pseudo-linéaire, il faut que le cône caractéristique soit à deux 
dimensions et-cela suffit; pour qu'il en soit ainsi, il faut et il suffit 
que Je système = soit de classe 4, ce qui revient à la condition que 
l'enveloppe des éléments à deux dimensions admette un élément 
caractéristique à deux dimensions. Le système & est réductible alors 
à l’une des formes canoniques 


dy,— y,dy,=0, ay = 0; 
dy3— y,dy,=0, dys— ¥3;dy,=0. 


Les équations des caractéristiques s’obtiennent en éliminant À entre 
les quatre équations y;= c;. Il existe des solutions à à deux dimensions 
dépendant d’une fonction. arbitraire 


Ja=f(M), Ji Ci 
PAR Gee ou Y2= O(N); 
Ya= (Th Ya= 9 (9%); 


leur détermination revient en somme à ramener une équation de Pfaff 
de classe 4 à cinq variables à sa forme canonique, pour le premier cas, 
et pour le deuxième à intégrer une équation du premier ordre à trois 
variables, mais où figure un paramètre. 

L'intégration de l'équation donnée s'achève aisément; dans le pre- 
mier cas, par exemple, si F est une fonction arbitraire de deux argu- 
ments, la solution générale s’obtient par élimination de À entre les 
deux te 

d'a POP Jah ers Fy N= Fr 
ER ee ee 


(') Gounsat, Leçons sur le théorème de Pfaff, p. 308. 
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Ces résultats s 'interprètent facilement si l’on représente une carac- 
téristique par un élément du deuxième ordre d’un plan à deux dimen- 
. sions ordinaire. 


15. On peut faire sur les systèmes en involution de m équations les 
raisonnements que nous venons de présenter lorsque » = 1 ; il suffit, 
dans les calculs, de remplacer r par n + 1 — m. On constate ainsi que 
la condition de classe suffit pour assurer qu’un système est pseudo- 


linéaire si me étant au moins égal à n — 5, i est égal De Tlie 


LOU N — 1 — IN: : > x à ; ; s 

Tout cela suppose d’ailleurs que le système > soit un système géné- 
ral de classe 2n + 2 —#— 2m; dans chaque cas où il admet des solu- 
tions d’un nombre maximum dé dimensions supérieur à celui du cas 
général, la condition de classe pourra être décisive pour des valeurs 


dek inférieures a celles que nous avons envisagées. 


14. Sur la dét termination des equations et systemes pseudo-linéaires. — 
Nous allons énoncer et démontrer.une proposition qui permet de 
construire des HU et systèmes. pseudo-linéaires d’une très 


grande généralité; c est, en quelque sorte, une réciproque des résul- 


tats obtenus au n° 12. 
Considérons un système U de I equations de Pfaff de classe 


eee <A <y) et désignons par Yi, Ya «++, Y, un système de variables 


caractéristiques ; supposons Ur les relations 


(18) : 4 (TIGE . 6 Vr5 du bee lo 
eh aes Rees, a : 1 PE R<p<n+rSy); 


un les ree PR See as sont des constantes arbitraires, en définissent "*! 
tutti, intégrales à y—o dimensions qui remplissent tout l’es- 
ST NÉE eee Yn) et ne satisfont ni à une équation linéaire aux 
dérivées partielles, ni à une équation de Pfaff indépendante des précé- 


= dentes; les ri Se eet 
up). ea alu Cry .. 5 Os ds oa sig ea 5)=0 


définissent alors oy variétés à nr o(=m) tune dans l’es- 


pace (x, 2) qui sont en général les variétés caractéristiques d’un 


| nity — variables; les. différentielles des À n’y figurent pas - ‘ 


Ye Oke défini par les relations (20) et (21). Projetées dans l’es- 


relations (19); elles sont biendm=n+1—e Aik aneianes sans quoi f | 


~ 


3ho | Ge CERF. HET DITES x Dee 


Ate 


systeme en involution de m équations aux dérivées partielles du pres De 
Ee 15 + STE 


Fe ordre. | ES 
D'aprés les hypothèses, les A GER certainement être = eat 
résolues ious rapport a ¢ des arguments y que nous supposerons 


\ 


être y,, ... y, Opérons dans le see U le changement de variables! 
défini par es relations (20) et (21)2°. , 5 ase 


/ 
re 


(307 ek! VE (y Lu, Vos Bus Ta) 0 ot 
ay : ee ; Poe ATP SRE je + AE VA FIRE : % Ses Ne 


$ a “Cee 


Le système T transformé de U est un système de k équations : à. 


puisque les relations (18), a,, ..., a,,, étant constants, dalinvenent 
des multiplicités intégrales du système U. En tout point de les- 
pace (a;, 5), T définit -? éléments E”,**', non nécessairement dis- 


tincts. T est de classe y et un systéme de variables caractéristiques, F Due “4 


pace (x, 3), les multiplicités caractéristiques de T donnent des Poke 
variétés V7", à m dimensions qui admettent pour équations les réla- LEE 
tions (20) où l’on a donné aux y des valeurs constantes, c’est-a: -dire leg See 


les multiplicités définies par (8) ne rempliraient pas tout l'espace rd nee 
des (y); elles dépendent de y paramètres essentiels puisque dans l’es- 
pace des (y) les multiplicités (18) ne satisfont pas à une équation aux 
dérivées partielles, linéaire. En chaque point, d'une l'E est associé un a oe 
élément Et par les valeurs des À qui servent à déterminer la 


variété. Par un point M(x;, =) il passe ovr ym", mais leurs élé- | 


n+ 


ments E”, dépendent seulement de Y— + paramètres, au plus. SR ss LE 

Les multiplicités intégrales de U etT se correspondent : à unemul = 
tiplicité intégrale de U sur laquelle on peut exprimer les y au moyen. Pe 
de 5 paramètres ¢, correspond une multiplicité intégrale de T dont la EN FA 
projection dans l’espace (x;, 5) a pour équations le résultat de l'élimi- | Re 
nation des ¢ des équations (20), après qu’ on y a exprimé les y en Mes 
fonction de ces paramètres; elle est donc à n+1 PE) dimen- — me ES 


sions, au plus. Réciproquement, les équations d’une multiplicité inté- Lt 


sel de Ts RAR en y et définissent une multiplicité intégrale ies . 


- 
= 


f 
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En particulier, considérons les multiplicités intégrales de U définies 
par les relations (18); il correspond à chacune d’elles une multiplicité 
intégrale de T dont les équations de la projection dans (a;, z) s’ob- 
tiennent en éliminant les y des relations (18) et (20); en généralisant, 
pour l’instant, une expression déjà employée, nous dirons que c’est le 
conoïde caractéristique au point (a,, ...,a,.,). Les multiplicités (18) 
ne satisfaisant à aucune relation de Pfaff distincte de celles de U, les 
conoides sont à 7 — #1 dimensions au moins; comme ces derniers 
sont engendrés par oo’? variétés à » dimensions, ils sont a _ 


Y—p+Mm=R+I+y—02p 


dimensions au plus. 


Les conoides caractéristiques dépendent bien den-+1 paramètres : - 
Soit le conoide de M; supposons qu'il le soit aussi de M’ : toutes les 
variétés V,,, qui passent en M passent en M’ et réciproquement; pour 
que les conoides dépendent de moins de + 1 paramètres il faut donc 
que toutes les V”,, issues d’un point quelconque aient en commun 


TU-+4 
une variété à & dimensions (u.< m) : soit W%,,. Toute V”, doit 


n+i* n+1 


- être engendrée par des W“,,, et par un point d’une V”. passe une 


me 


seule We: chaque V7", contient alors o”*W!.; toute W.,, e 


commune à ot Vr,,,ilya doncæo”"+e# WE, ; orm+o—p= sa U. 
qui est inférieur à y, le système U serait de classe inférieure à y. 

Dès lors, par chaque V”., il passe au moins æ”* conoides; car 
: P n+1 | ; 

quel que soit son nombre de dimensions possibles, chaque conoide 
porte au moins &*#V”",; de plus, tous les conoides qui passent par 


ni? 
une même V7", admettent en il CARE de cette variété un 


élément E,7* commun. 

Supposons maintenant, ce qui sera le cas général, que tous les élé- 
ments E?-**' passant par un point M soient contenus dans æ"-" élé- 
ments E”.,, alors ces éléments sont les éléments intégraux d’un sys-. 
ième en inyolution de m équations aux dérivées partielles qui 


admettent pour variétés caractéristiques les V/”,, : cela résulte de ce 


que les éléments EX7\*’ erreloppept ou surenveloppent les cônes 


n+t 


engendrés Far les éléments E*,, les conoides que nous avons consi- 


_dérés jusqu'ici étant. des intégrales du on en involution déter- 


mine. 
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Nous avons supposé n-+-1— #<n-+1—y— 20, c'est-à-dire 2¢ o<y+h. 


15. Applications. — On songe immédiatement à prendre comme 
système U un système provenant d’une équation aux dérivées par- 
tielles quelconque. Lie a déjà donné l’exemple du système U, de trois 
équations à sept variables fourni par une équation du second ordre 
à deux variables indépendantes : £ = 3, y = 7, 9 = 5. Il a considéré 
un système de solutions dépendant de six constantes :n = 5; il a 
obtenu par conséquent une équation pseudo-linéaire à cinq variables 
indépendantes qui admet +’ courbes caractéristiques au lieu de +”? 
dans le cas général; les conoides caractéristiques sont à trois dimen- 
sions et les intégrales de l’équation du second ordre correspondent - 
aux solutions à trois dimensions de celle du premier, en général. 

Prenons une famille de solutions dépendant de sept constantes 

arbitraires, m = 6; nous obtiendrons, en général, un système en invo- 
_lution de deux pquatens du premier ordre à six variables indépen- 
dantes, qui admet 0° variétés caractéristiques à deux dimensions au 
lieu de a’. À 

On n’é éprouve par conséquent aucune difficulté à former des 
exemples, mais il faut toujours s’assurer que le système de Pfaff 
obtenu peut représenter un systéme d’éléments intégraux. 

Des circonstances particuliéres peuvent se présenter qui conduisent 
a des résultats intéressants : signalons l’importance de la condition 
imposée aux multiplicités représentées par les relations (18) de ne 
pas satisfaire à une équation de Pfaff distincte de celles de U. 

Reprenons l’exemple de Lie et supposons que les 2° solutions con- 
sidérées ne satisfassent pas à la condition que nous venons de. 
rappeler; il se produit alors une peatoude modification dans les résul- 
tats. Il faut prendre k= 4, y, ¢ et n n'étant pas modifiés; l'équation 
pseudo-linéaire à laquelle on est conduit possède des sanded carac- 
téristiques qui sont en général à deux dimensions, tandis que précé- 
demment ils étaient à trois dimensions, on peut donc obtenir, sans 
intégration, des solutions à trois dimensions de l'équation du premier 
ordre dépendant de fonctions arbitraires d’une variable; elles ne satis- 
font pas toutes certainement au système U,. En nous réservant de 
revenir sur ce point, nous insistons seulementsur le fait que les conoides 


; 
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caractéristiques étant à deux dimensions, comme conséquence de notre 
théorie l'équation du premier ordre à laquelle nous parvenons ne doit 
admettre que æ° courbes caractéristiques; autrement dit, le système 


. obtenu en adjoignant à U, la nouvelle équation de Pfaff doit ètre de 


classe 6 au lieu de classe 7 comme on pourrait le croire. 

Or, c’est ce qu'on vérifie sur un exemple classique très simple : 
supposons que l'équation du second ordre envisagée admette un 
invariant H du deuxième ordre également; choisissons 2° solutions 
de l’équation satisfaisant également à (22) © 


(22) k=, 


c étant une constante arbitraire; nous obtenons, en comptant c, en 
général ©° solutions de l’équation du second ordre qui satisfont non 
seulement au système U, mais à (23) 


(23) du — 0. 


Il résulte de la théorie de l'équation du second ordre que le système 
de Pfaff obtenu en adjoignant (23) à U, est de classe 6, ce que nous 
avions précisément prévu. 

Cette application met par conséquent en évidence que les dévelop- 
pements précédents ne seront peut-être. pas sans intérêt pour la 
théorie des équations aux dérivées partielles. 
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GEOMETRIES A GROUPE FONDAMENTAL SIMPLE 

3 | a + | ia 

2 Par M. E. CARTAN 

: INTRODUCTION. 

x Se 

ce .. Dans un Mémoire récent (‘) j'ai déterminé tous les espaces de — 
; Riemann & à ds? défini positif, jouissant de la propriété que leur cour- 
1 bure riemannienne soit conservée par le open parallèle. On peut 
1 tous les déduire de ceux d’entre eux que j'ai appelés wréductbles. Ces 
4 derniers se partagent en classes, dont chacune comprend des espaces 
; P P P 

4 à courbure partout positive ou nulle et des espaces à courbure partout 
4 négative ou nulle; chaque classe ne contient du reste essentiellement 
a qu’un espace de chacune de ces deux catgories, tous les autres s’en 
Z déduisant par un simple changement de l’unité de longueur. 

2 Dans un Mémoire des Anna di Matematica (?), j'ai étudié particu- 
2 lierement certaines de ces classes; elles se composent des espaces à 
2 courbure positive ou nulle représentatifs des groupes simples clos (*) 
_ (groupes réels unitaires) et des espaces à courbure négative ou 
2 nulle correspondants; ces derniers ne sont pas des espaces représen- 
3 tatifs de groupes. Le groupe continu des déplacements des premiers se 
| 

£ (1) E. Cartan, Sur une classe remarquable d'espaces de Riemann (Bull. Soc. 
F math., t. 54, 1926, p. 214-264; t. 53, 1927, p. 114-134). 

(2) tee géométrie des ee ops SRE Ann. di Mat., 4° série, t. 4, 1926-1927; 
À p. 209-256 ). 


(3) On dit qu'un groupe (dont toutes les transformations sont supposées régulières) 
est clos si tout ensemble infini de transformations du groupe admet au moins une 
transformation limite appartenant au groupe. Dans le cas contraire, le groupe est 

- ouvert, Le groupe des rotations autour d'un point, fixe est BE le groupe des dé ‘pla 
cements de l’espace ordinaire est ouvert, 


Ann. Ec. Norms, (3), XLIV. — Novemsre 1927 : 44 
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décompose en deux sous-groupes simples isomorphes au groupe 
représenté par l'espace; celui des derniers est isomorphe au groupe 2 
paramètres complexes de la structure simple considérée. Les espaces à 
courbure constante à trois dimensions constituent une des classes 
précédentes. 

Le présent Mémoire est consacré à l'étude des autres espaces & 
irréductibles. 11 en existe autant de classes que de formes réelles 
ouvertes distinctes de structures simples. Chaque espace à courbure 
négative admet un groupe continu de déplacements de la structure 
réelle ouverte correspondante; l’espace à courbure positive qui lui 
est associé admet un groupe des déplacements de la structure réelle 
close du même type (structure qui existe pour chaque type simple). 

L'étude faite ici est celle des propriétés intégrales et non plus locales 
de l’espace. Les problèmes qui se posent sont du reste de nature diffé- 
rente suivant que la courbure est négative ou positive. Leur résolu- 
tion, basée sur des méthodes générales applicables à toutes les classes, 
s'appuie sur la théorie des groupes; inversement, l’existence des 
espaces en question permet de résoudre des problèmes importants de 
la théorie des groupes, 

Les espaces & à courbure négative sont tous simplement connexes; 
par deux points quelconques de l’un d’eux, il passe une géodésique et 
une seule. Leur groupe continu des déplacements est isomorphe au 
groupe adjoint de la structure réelle correspondante. Un problème 
important est celui de la détermination de toutes les transformations 
isométriques (c’est-à-dire qui conservent le ds?) de l’espace donné: il 
en existe autant de familles continues distinctes qu'il existe de familles 
distinctes de rotations (isométriques) autour d’un point fixe; le 
nombre de ces familles peut étre déterminé dans chaque cas en se 
servant des propriétés actuellement connues des groupes semi-simples 
récls clos (de cette espèce est le groupe continu des rotations ou groupe 
d'isotropie de l'espace). Il se trouve que le groupe total d’isotropie de 
l’espace est identique au groupe adjoint mixte de la structure réelle 
correspondante (au moins pour les classes générales de structures 
simples). Ce résultat peut s’énoncer sous la forme suivante : 

Si une géométrie de Klein admet pour groupe fondamental un groupe 
sümple d'ordre r, ouvert, à r paramètres réels, il est possible, d'une manière 
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et a’ une seule, de choisir l'élément g'énérateur a is espace de telle sorte 


que la Dome te devienne riemannienne, l'espace ayant un ds? défini 


positif , avec une courbure riemannienne inaltérée par le transport 


parallèle ('). Nous convenons de ne pas regarder comme distincts 
deux choix différents de l'élément générateur si l’on peut établir 


une correspondance biunivoque entre les deux espèces d'éléments 


générateurs, de manière que deux éléments correspondants soient 
invariants par le même sous-groupe du groupe fondamental. 
Les espaces & à courbure négative permettent d'étudier complète- 


ment les propriétés topologiques du domaine des groupes simples 


réels ouverts. Cette étude peut étre poussée jusqu’au bout pour les 


groupes simples réels clos, en utilisant une méthode dont le principe 


est dû à H. Weyl; mais cette méthode n’est pas applicable aux groupes 


ouverts. Le fait que tout groupe simple réel ouvert (ou du moins son 


groupe adjoint) est le groupe continu des déplacements d’un espace 
simplement connexe entraine comme conséquence que son groupe de 
connexion (qui définit complètement ses propriétés topologiques) est 
le même que celui du groupe d’isotropie de l’espace, lequel est clos. 
A la différence des groupes simples réels clos, le groupe de connexion 


d’un groupe ouvert peut être d'ordre infini. On peut du reste dans 
_ chaque cas indiquer un représentant simplement connexe de la struc- 


ture réelle ouverte correspondante; mais on ne peut pas toujours 
prendre pour jouer ce rôle un groupe linéaire, comme HE le cas 
où le groupe donné est clos. 

A un autre point de vue, la considération des espaces à courbure 
négative permet toujours de décomposer une transformation finie 
d’un groupe simple réel ouverten un produit de deux autres transfor- 
mations dont chacune admet une transformation infinitésimale généra- 
trice; comme on le sait, il existe des cas où les transformations infi- 


nitésimales d’un groupe n CRE qu’une partie du groupe fini. 


- a) Si on laisse + côté la condition que le transport parallèle conserve la eoantube 
riemannienne, le théorème ne cesse pas d'être vrai, mais il faut alors bien préciser 
ce qu'on entend en disant que la géométrie devient riemannienne; il. ne suffit pas que 
le groupe fondamental donné laisse invariant un certain ds? (défini), mais il faut encore 
que cè ds? soit intritiséquement lié au st oupe (voir E. Cartan, Comptes rendus, 


ASS, 927 P. Bb 98). 


à et localement euclidiennes. Deux quelconques de ces variétés sont a 
; = 


les ert cigar: sont fermées et de même longueur totale; par deux 


passe une infinité de géodésiques ; si l’espace n’est pas simplement — 


courbure positive ou nulle d’avoir toutes ses géodésiques fermées est 
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Les espaces à courbure positive sont clos; par deux points. quel” 
conques il passe toujours au moins une géodésique. Pour une ¢ classe 
donnée il peut exister plusieurs espaces distincts, localement appli- 
cables les uns sur les autres, mais différents au point de vue de ee 
l'Analysis situs, et admettant tous des groupes continus des déplace- € 
ments réguliers et uniformes partout, infinitésimalement isomorphes _ 
entre eux. Lorsqu'il n’y a qu’une forme possible, elle est simplement — 


connexe. Lorsqu'il y en a plusieurs, une de celles qui ne sont pas 


simplement connexes joue un rôle important; le groupe continu des ee 
déplacements correspondants est le groupe adjoint | de la structure 
réelle close donnée. Toutes les formes possibles sont déterminées dans 
les différents cas, avec les groupes de connexion ou Brent te. d'holo- | 
nomie correspondants. ; | Re 
Une notion importante est celle du 1 rang Seon re wel 


+ 


: point A, l’espace, supposé à n dimensions, and être décomposé en ER Les. 


7} variétés E, à À dimensions passant par A totalement géodésiques | à FE 


égales entre elles, tandis que deux géodésiques arbitraires i issues de A, 


ratte a même variété sont inégales. L'entier À 21 est le rang de l'es-. te ae 
5 MR 
. pace. Si à est supérieur à 1, il passe par le point A et un | point Pv aS 


-traire de E, une infinité dénombrable de géodésiques ; certaines de 2118 
celles qui ne sont pas fermées passent aussi près as on veut de tout <a 
point deE,. : . CE me ae 
Si À est égal à 1, les choses sont beaucoup plus simples. “Toutes ber LES 


points donnés il passe en général une seule géodésique; si l'espace est. 
simplement connexe, il existe des couples de points par lesquels il 


connexe, il n’en existe pas. C’est ainsi que la propriété d’un espace & à 


liée à celle d’avoir partout sa courbure positive (et jamais nulle), 
et que la propriété que par deux points sans exception — il passe une 


géodésique et une seule, est incompatible avec celle d'être sim: + ae 
plement connexe (la courbure étant supposée positive ou nulle). Ces, : 20 
résultats suggèrent des problèmes relatifs à des espaces de Riemann ig a 
plus généraux que ceux qui sont étudiés i CES UNE EC 
ie | x SE 

Lie 

"1 a > x 

‘ NY 2 ~ be er. 

+ L iy. r a 

‘ L à * ne 4 <é 

ad . eet oe 


QQ Tee ee te ve 
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Par mi les espaces & à courbure positive de rang 1, figurent les 
espaces à courbure constante positive et les espaces Ronan ellip- 
tiques étudiés au point de vue riemannien par G. Fubini (‘}) et 
E. Study (?). Il en existe une autre classe générale à un nombre de 
dimensions multiple de 4, sans parler d’un espace exceptionnel à 


16 dimensions. On n’avait jamais soupconné l'existence de ces espaces, 


pas plus que des espaces de rang supérieur à r. Ils sont tous, néan- 
moins, susceptibles d’une définition géométrique élémentaire, qui les 
rattache à des recherches géométriques déjà nombreuses, mais dans 
lesquelles l'aspect remannien des questions traitées n’avait jamais été 
envisagé. ELA 
Le Chapitre I est consacré à l’exposé des méthodes générales 
permettant de résoudre les différents problèmes propasés: Le Cha- 
pitre II passe en revue les différents espaces & à courbure néga- 


tive et le Chapitre III les différents espaces & à courbure positive. 
Cette revue est nécessairement sommaire: si le nombre des familles 


distinctes d’isométries est établi, ces familles ne sont pas explicite- 


‘ment déterminées. Le ds? lui-méme de l’espace n’est pas calculé, sauf 


dans un cas particulier. Les Chapitres II et HI sont donc à considérer 
simplement comme fournissant la base de recherches ultérieures, qui 
devront s'attacher spécialement à telle ou telle classe d’espaces 6. 


CHAPITRE I. 


GENERALITES 
SUR LES ESPACES DE RIEMANN ATTACHES AUX GROUPES SIMPLES REELS NON UNITAIRES. 


Généralités. Les sous-groupes y. 


4. Considérons un groupe de transformations continu szmple, c’est-_ 
à-dire n’admettant aucun sous-groupe invariant. D’après la théorie de 


or Fumini, Sulle metriche de finite da una forma Hermitiana (Atti Ist. 


Veneto, t. 631, Ip, p. 501-513 ). 
(2)-Er STUDY, Kürzeste eee im jomplegen’ Gebiet (Math. Ann., t. 60, 1905, 


p- ees iv 
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S. Lie, ce groupe est engendré par un certain nombre r de transfor- 


mations infinitésimales linéairement indépendantes 
KT CNRS 


Au point de vue de la réalité des paramètres, différents cas peuvent 
ètre envisagés. 
La transformation infinitésimale 


e,X,;+e,Xo+...+e,X,, 


où €,, €, ..., e, sont des paramètres complexes arbitraires, engendre 
un groupe fini à r paramètres complexes : ce sera le groupe complexe 
de la structure donnée. 

Mais il peut arriver que, par un choix convenable des r transforma- 
tions infinitésimales de base, la transformation £e;X;, où les e; sont 
des paramètres réels arbitraires, engendre aussi un groupe, qui sera 
alors à r paramètres réels. Il faut et il suffit, pour qu’il en soit ainsi, 
que les constantes de structure qui entrent dans les formules fonda- 
mentales | 


(X;X;) =>, Cis 


soient toutes réelles. On a alors ce qu’on appelle une forme ee de 
la structure (complexe) considérée, 

Parmi toutes les formes réelles, une est particulièrement remar- 
quable : c’est la forme dite unitaire caractérisée par la propriété que 
les racines de l’équation caractéristique de la transformation infinité- 
simale Ze;X; sont toutes purement imaginaires. En particulier la 
forme quadratique — 9(e), qui représente la somme des carrés de ces 
racines, est définie négative. Le domaine des transformations d’un 
groupe fini de cette structure est clos. 

Si l’on suppose que les transformations infinitésimales X, consti- 
tuent une base pour la forme unitaire, toute forme réelle non unitaire 
aura une base obtenue en effectuant sur les X; une substitution linéaire 
à coefficients i imaginaires. Or, on peut toujours supposer (!) que cette 
substitution conserve un certain nombre s de transformations X; et 
PASE E ANY bent PL CA SO ie TT LR DOS LE des à à 

(1) E. Cartan, Bull. Soc. math., t. 38, 1927, p. 122-125. 
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quelle multiplie toutes les autres par Ÿ— 1. Nous désignerons les 


premières par 


les dernières par — 
Yi, Yo, Gare! Ya 


avec n-++s =r, de sorte que la transformation infinitésimale généra- 


trice de la forme réelle considérée est 


kas p=n 
= We he > Po Yo, 
' k= p=1 


les u, et les v, désignant des paramètres réels. 


2. Vai démontré (!) qu'à toute forme réelle non unitaire d’une struc- 
ture simple, correspondaient deux classes d'espaces de Riemann à ds° 


défini, jouissant de la propriété d’avoir leur courbure riemannienne 


invariante par le transport parallèle. Les espaces de la premiere classe 
ont leur courbure riemannienne partout positive ou nulle, ceux de la. 
seconde classe ont leur courbure riemannienne partout négative ou 


nulle. Dans chaque classe, les espaces ne different entre eux que par 


le choix de l’unité de longueur. Le nombre de leurs dimensions est 7; 


* leur groupe des déplacements est isomorphe au groupe réel unitaire. 


pour la première classe, au groupe réel non unitaire pour la seconde 


classe. Avant d'étudier les propriétés de ces espaces, il est nécessaire 
d'indiquer des propriétés remarquables des transformations infinité- 


simales X et Y. 


3. Pe eee de structure de deux formes réelles, unitaire et 


non unitaire, étant réelles, les crochets (X;X;) et (Y.Yg) ne peuvent 


pas dépendre des transformations Y; inversement, les crochets (X;Y.) 
ne peuvent pas dépendre des transformations X. 
Soit Y, une combinaison linéaire quelconque (à Re réels) 


_ des transformations Veo Sila transformation ECuXe+ 0, Y,) est 
échangeable avec EF: is en sera de même de chacune de ses parties 


oe 
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Lu,X, et Le,Y,. Soit À le nombre des transformations Y linéai- 


rement indépendantes et soit ». le nombre des transformations X 
linéairement indépendantes qui sont échangeables avec Y,; désignons- 
les respectivement par 
à Pe Ore UD eee i 
Nu EX ONE EE 


L’équation caractéristique de Y, n’a que des racines purement 
imaginaires (à part la racine zéro multiple d’ordre À + p.); soit za une 
de cesracines. Il lui correspond une ou plusieurs transformations U + V 
satisfaisant à la relation 


(Yo, U + V)=1a(U + V), 


en désignant par U une combinaison linéaire (à coefficients complexes) 
des X et par V une combinaison linéaire analogue des Y. Il en résulte 


(Y,U)=iaV, (XV) =iaU. 


Posons 
rt Ts, Vint Vi Va, 


les transformations U,, U,, V,, V, étant réelles, c’est-à-dire se dédui- 


sant des transformations infinitésimales de base de la forme unitaire 
_ par des combinaisons à coefficients réels. On aura 


(YU) = a *;; (¥, ¥,. jay 
(Y,U.)=— a V;, (Y,V2)=al,, 


de sorte que chacune des transformations U,+7V,, U.+cV, appar 
tient à la racine ta. Il est clair que les transformations U, —7V,, 
U, — rV, appartiennent à la racine — ca. 

Si U + cV appartient à la racine za, U et V étant réelles, aucune des 
transformations U et V ne peut être nulle. Plus généralement si à la 
racine za, multiple d'ordre #, appartiennent les & transformations 


Use t%,; U,+2V., faery Ur+ ivy, 
il ne peut exister aucune relation linéaire à coefficients réels entre 


Us". s25 Us; passplus qu'entre:V 2 cys Vn On peut donc dire qu’à 
chaque couple de racines purement imaginaires + ia de 1 ‘équation 
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caractéristique de Y, avpartiennent k transformations X linéairement 
indépendantes et k transformations Y linéairement indépendantes. 

Les transformations X (ou Y) qui appartiennent à deux racines 
distinctes ta et ib sont évidemment indépendantes entre elles. Il en 
résulte la conclusion suivante : la différence à — y. entre le nombre 


des trans formations Y et le nombre des trans ee X échangeables 


avec Y, est égal à la différence n —s entre le nombre total des trans for 
mations Y et le nombre total des trans formations X. 


4. Le aie est facile à der a Del Si l’on pose 
| Vo ele sen Ye, 
kas 
(Ya Yg) =D. Cape Xk, 
< hel KS - 
ce nombre est le rang de la matrice a s lignes et n colonnes 
1h57 | | ; 
ey, Cp Coai ROMAN sige aA 
p 
Ce rang a une valeur minima, qui correspond à un choix arbitraire. 
de Y,; nous dirons que la transformation Y, est générale si cette 
valeur minima est atteinte; dans le cas contraire, la transformation Y, 
sera dite singulière. La valeur minima de À sera dite le rang des ae 


de Riemann che à la forme non unitaire considérée. 


Supposons maintenant la transformation Y, générale. Je dis que 
les À — 1 transformations Y,, ..., Yy—, enr abtes avec Y, et dis- 
tinctes de Y, sont échangeables entre elles. Supposons en effet qu’il n’en 
soit pas ainsi. Nous pourrons de proche en proche déterminer une 
suite de A’< A transformations Yo, Y,, .--, Yy, toutes échangeables 
entre elles et telles qu’aucune autre transformation Y ne soit échan- 
AS avec toutes les précédentes. L'équation parsoleristique de 


e Yo + à He + ep Yq | 


a pour racines des fonctions linéaires (') en ey, é@,, ...,6,,. À chacune 


(1) Cela tient à ce que les transformations Yo, Y;, ..., Y)_, sont échangeables 
entre elles. N ; 
Ann, Ec. Norm., (3), XLIV. — DÉCEMBRE 1927. 45 


ee: gis. Bu. CARTAR ST SO SE ee a ee 


de ces racines, multiple d’ordre k, appartiennent k transformations — Se 
infinitésimales distinctes, indépendantes deés; ee CEA Donnons à ae 
= | alors à €, €, ..., €, des valeurs numériques tales qu "aucune des. 
racines non identiquement nulles ne s’annule; il est clair alors qu ike ae 
n’existe que A’ transformations indépendantes Y échangeables avec Ja À 7. 
transformation ainsi obtenue, alors qu'il devrait y en avoirau moins À 
La transformation Y, étant toujours supposée générale, les trans- RS 
formations générales de la forme eo Ya +. Bay en sont celles | se 5 
pour lesquelles aucune des racines: caractéristiques non identique- 
ment nulles (elles sont au nombre de n+-s—A— peine Rs Ne 
chacune étant comptée avec son degré de multiplicité) ne s’annule. 
Parmi les p. transformations re échangeables avec Y,, on sait C4 qu'on” aes 
| SEE * peut toujours en choisir / — À, i étant le rang ges groupe total, qui ee. 
LS Te soient ENT Soh entre whee ; 


ie yf : J Ki Fe Fur tS 04 
+ - ae weet ae 


Xi, Xe; RE Xe 


ee © = jrs AE 


DR 


a 


Ks eae 


On sait enfin que toute transformation Dites du groupe 1 uni- 
SR Rs taire est homologue à un nombre /ini de transformations de la forme 


NE à à 
* wee 


RTE 


Yo: Ae Ya + n, Xy oe ye Ni) Xe Se ia ie es 
& FAP 
aaa Par me quand on fait varier les paramètres. réels CORTE Qos on. 
Mg obtient x? transformations infinitésimales non a gy thle entre eelles 
a on dans le groupe total G. es 


pueien Les crochets (X,Y Y,)n ne à dépendant que des Y, les transtopidaciona 
| = infinitésimales X laissent invariantes l’ensemble des tranafs tale 
_infinitésimales Y; il en est donc de même du groupe fini g aoe 
par ne X. Par suite, deux des x trans formations infinitésimales 


eY, ot: bee et ; . À . à i 
ne sont | pas en général homologues entre elles par le groupe g. dE | 


» 


FR My Ae CU La PTT ee étant échangeable avec He des ne + 
LIRE tions X est invariante par le groupe ap. paramètres qu’elles engen- a 
drent. Par suite, si : ‘on effective sur Y, toutes een teqasiOrinatvana, du. à 


(1) Cette propriété, ainsi que la suivante, est FRE dine a" Mémoire dene 
Annali di Matematecs A il est fait allusion Hens tnteedpiyine (loc. cit, Ps 218). 
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groupe gas paramètres, on obtient 2% = x’ transformations infi- 

nitésimales distinctes. Ce résultat s’étend à toutes les transformations 

générales de la forme e, Y,+e,Y,+...+e, ,Y, ,,de sorte que sé 

Von effectue sur les » trans formations é,Y)+...-+¢,—, Y,—, toutes les 

transformations de g, on obtient «'*' = x" transformations infi- 

nitésimales distinctes. Autrement ‘dit, toute transformation Y est 

homologue, par rapper au groupe g, à une des “A tt du 
faisceau e,Y,+...+e,_,Y,,. 

En toute rigueur ce résultat doit être interprété de la manière sui- 
vante : Les Prandtieiiaions a Eee ae ee engendrent un groupe 
infinitésimal 1.3 les différents sous-groupes Yi» SU Hifi isamment voisins les 
uns des autres, sont homologues entre eux par le groupe g. 


6. Nous pouvons préciser et compléter le résultat précédent. 

Soit Y, une transformation singuliére; je dis qu’il existe au moins 
une transformation générale Y échangeable avec elle. S'il n'en était 
pas ainsi, on pourrait trouver A’ —1> À —1 transformations Y,,..., Y,.., 
‘échangeables avec Y, et échangeables entre elles. Chacune des trans- 
formations e,Y,+...+e,, at serait évidemment singuliere. On 
pourrait d’autre sank trouver / — A’ transformations 


Xx, A RERO Resse 


744 


_ échangeables entre elles et échangeables avec les précédentes (et l'on 
n’en peut pas trouver davantage). Les transformations 


Sf Pos agen CRE mB +. He My 


sont telles que deux quelconques d’ se elles ne sont pas homologues 
dans le groupe total; par suite, deux transformations distinctes ae late 
forme e,Y,+...+ ¢,_, Yj), ne sont pas en général homologues par 

le groupe g. Chacune des transformations NT ca a8 étant 
échangeable par x transformations de g se Ro par le 
groupe g en “CPE = ©” transformations distinctes; les transfor- 
mations €5 Yo + te Vie où l’on fait varier les e;, donne- 
raient donc naissance, en les transformant pat g, à oo” transforma- 


tions sara Or cela est absurde, puisqu'on n’obtiendrait jamais 


= 
_ 


| 
ER ER PA et oe en 


+ 


: 
PAST 
L 


PS) tee gene 
4. = 


metres au plus. 
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que des transformations singulières, qui ne peuvent dépendre au pr ù 


que de n —1 paramètres. 


Toute trans formation Y,, générale ou singulière, fait donc partie 


d'un sous-groupe Y, au moins. ‘ 


Ajoutons la remarque importante suivante. Les transformations 
singuliéres d’un sous- groupe y» dépendent de À —1 paramètres ra) SE, 


APTE chacune d'elles Y, est transformée par g en oo” transforma- 


tions distinctes, À — 1 étant le nombre des transformations Y indé- | 
pendantes de Y, et échangeables avec Y,. Or, 2/22 + 1. Par suite les | 


transformations tr homologues par le groupe ga aux transfor- 
mations singulieres a Yes dépendent au plus de 


(nh 1) + (A EE 


Fr 


paramètres. D’ après ce qui a été dit plus haut, nous voyons que les 
trans formations infinitésimales Y singuliéres dépendent. de n — 2 para- 


~ 


On tire enfin de la une conséquence importante. Dans le FR 


à n dimensions des transformations infinitésimales Y, les transforma- 


tions singulières forment des variétés à m — 2 dimensions au plus. On 
peut dons toujours passer par continuité d’une transformation géné- 


_rale à une autre transformation générale sans rencontrer de transfor- à 


mation singulière. Par suite, l’ SOS des sous-groupes Y, est connexe. 


Par suite enfin ils sont, en toute rigueur, tous homologues entre eux 
par le groupe g, et toute transformation infinitésimale Y est, sans” 
exception, homologue à une ou plusieurs RARE d'un sous- 


groupe y; particulier donné. 


Le groupe (S) et son domaine fondamental. 


x 


7. Plaçons-nous maintenant à l'intérieur d'un sous-groupe yo 


donné. Les racines de I gre pos de la transformation 
ROGrATE 


eo Yo + e,Y,+...+ Cr Yi, - AS" 


CR 


de ce sous- -groupe sont des etes purement imaginaires. linéaires 
ON Co, ei, ..., 6,1, deux à deux égales et opposées; nous les mettrons … 


\ : . = A : sm 


Ve 


/ 
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sous la forme 22r®,, et nous conviendrons de dire que-les 9, sont 


"4 


< | les paramètres angulaires de la transformation Se; Y; considérée. 
En tenant compte de leur degré de multiplicité, les paramètres angu- 
laires non nuls sont au nombre de 2(n — À), et à chaque couple de 
E. paramètres angulaires égaux et opposés, de degré de multiplicité k, 
appartiennent Æ transformations Y et Æ transformations X (que 
1 nous désignerons plutôt par les notations V et U). 
; Tee : De Paar ; cee ; 
= Ajoutons que parmi les n — À formes linéaires ©,, il y en-a À indé- 
4 pendantes en e,, e,, ..., e_,. Sinon, en effet, on pourrait trouver 
4 une transformation (réelle) dé y; pour laquelle tous les paramètres 
4 angulaires seraient nuls. Elle serait alors échangeable avec toutes les 
| transformations du groupe total, ce qui n’est pas possible. 

3 s 

=: 8. Nous avons dit que deux transformations infinitésimales dis- 
tinctes de y, n’étaient pas homologues entre elles par le groupe g. 
| Cela n’est vrai qu’en général; en réalité toute transformation de y; est 
3 homologue à un nombre fini d’autres transformations de y. | 
a Partons a une des formes 9,, par exemple 

; De) = Ge + Ge, +. + Mere 

4 Soit U une des transformations infinitésimales de g qui appartiennent 
| à la racine 2719, et soit V la transformation Y correspondante. Ona 
4 (Uma NV, | 
(YaV)=—-27aU. 

| Le crochet (UV) est une transformation Y et l’on a évidemment 

l [¥e(UV)]=[(Y.U)V¥]—[(¥.V)U]=0; 

2 

£. par suite (UV) appartient au sous-groupe y. Il n’est pas possible 
d ailleurs que ce crochet (UV) soit nul, car les égalités 

L. 

‘ (UYa) = — 2tagV, 

4 CUO, eee aon 

; montreraient que l'équation caractéristique de U admettrait la racine 
É double zéro, et les deux transformations appartenant à cette racine (V 
3 et Y,) devraient alors toutes les deux être échangeables avec U. 

3 

a 

É 

; 5 

2 
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Soit donc, ce qui ne restreint pas la généralité, : 


(ALN SSSR 
Les équations 
(UY)=—27r@ NY, 
(UV) = an, 


montrent que l'équation caractéristique de U admet les deux racines 
+ or V— a: il faut donc que a, soit positif. On voit alors qu’en effec- 
tuant sur Y,et V la transformation du groupe à un paramètre engendré 
par U, elles deviennent respectivement 


Y= Yo cos (2rVat) — Va, Vsin(arVat), 
V= Te Ye sin(orVait) + V cos(2rVa,t). 
a 


0 


On voit donc qu'il existera une transformation de g transformant Y, 


‘ a 
en — Y,. Comme d’autre part les transformations Y,— = Yo, Hey 
- 0 


a — ’ i . 
Y,_, — 2 - Y, sont échangeables avec U, cette transformation de g 
0 + 


laissera invariantes les transformations 
a a 

Ye— — Mo: 
ay 


Elle laissera donc invariant le sous-groupe y), mais effectuera sur les 
transformations de ce sous-groupe la substitution linéaire 


5 ee 7 pe 7 ay 


~< 
e 
| 
| 
mt 
= 
— 
Rg 
lI 
rv 
R 
| 
| 
ft 
= 
R 
| 
~ 
| 


On ne restreint pas du reste la généralité en supposant 
a) = Ag=...- = Hay 0, 


c'est-à-dire 9, = 4,e,. La substitution linéaire se réduit donc à 


se DT ES 
ou ‘ 


(1) Cy == € Ca =, Ca. 
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9. On peut interpréter géométriquement ce résultat. Représentons 
dans un espace euclidien à À dimensions la transformation infinitési- 
male Le; Y; par le point M de coordonnées cartésiennes e,,e,,...,6 ,. 
Nous supposerons choisis les vecteurs unitaires de coordonnées de 
manière que la somme des carrés des m — X paramètres angulaires 9, 
(chacun étant pris avec son degré de multiplicité) représente le carré 
de la distance OM du point M à " origine. Cette somme de carrés étant 
invariante par le groupe adjoint du groupe total, la substitution 
linéaire effectuée sur les e; dont il vient d’être question définira une 
rotation ou une symétrie laissant fixe l’origine. Cette substitution 
laisse d'autre part invariant |’ hyperplan 9, = o(ou e, = 0), qui est un 
hyperplan invariant isolé. 

La droite perpendiculaire, qui est aussi une droite invariante isolée, 
ne peut étre quee, =... =&_,= 0. La forme des équations (1) montre 
que la substitution représente une symétrie orthogonale par rapport à 
l'hyperplan 9,=0('). | | 
En définitive, si l’on considère les n — À hyperplans à — o, toute 
symétrie par rapport à un quelconque de ces hyperplans remplace un 
point M par un point M homologue de M par le groupe g. Il en sera 
de même de toutes les opérations résultant des combinaisons de ces 
n— À symétries; elles engendrent un groupe fini (S) qui jouera un 
rôle important dans la théorie de l’espace à courbure Ppsitixe attaché 
au groupe donné. | 


10. Les n — À hyperplans n= o partagent l'espace en un certain 
nombre de régions indéfinies (angles polyèdres) ayant l'origine pour 
sommet. iene quelconque de ces regions représente le domaine ys 
damental (D) du groupe (S); les régions limitrophes de (D) s’en 
déduisent par des symétries par rapport aux faces latérales de (D) et 
- l’on obtient par symétries successives toutes les régions dans lesquelles 
l’espace a été décomposé. Les faces latérales de (D) correspondent 
aux opérations génératrices de (S). | 

_ Toute transformation infinitésimale Y est homologue à une et une 
ee 


mer CH: Wey, Theorie der Darstellung kontinuierlicher halb-einfacher 
Gruppen durch lineare Transfor mationen (Math. Zeitschr., 1.24, 1925, p. 367-371). 
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seule des transformations représentées par les points intérieurs à (D), 


si du moins le groupe (S) contient toutes les opérations qui font passer 


d’une transformation de y; à une autre UPS de ni HORS | 


Pare groupe 8€ À LITRES ARRETE a ? aie ee 


Les ue adjoints Lette 


A1. On “pos comme on sait, groupe adjoint d’un groupe G celui 


qui ‘indique comment les paramètres des transformations de G sont 


transformés quand on effectue sur les variables, primitives et trans- 
formées, une même transformation de G. Il est défini par a eee Ss 


“Sp 54 Shan, 


où l’on a désigné par Sis Se les transformations de paramètres a;, — 


E,, €. Dans ces ROLE les £ sont les variables sur lesquelles opère 


le groupe adjoint, les £ sont les variables transformées et les a les 
paramètres. Si, en particulier, S: est une transformation infinitésimale 
de G, Sy est aussi une transformation infinitésimale. Si chacune de 
ces transformations est prise sous la forme Lu; ve Zu, Xi, les u: sont 


des fonctions linéaires des u, à coefficients fonctions des a. Le. groupe 


linéaire ainsi obtenu phy à proprement parler, le groupe a de ; 
Ie Se , S 
Les transformations infinitésimales du groupe adjoint liné ire s’ob- 


tiennent en prenant pour S, une transformation infinitésimale de sym- 


bole %a;X;. On a alors, en désignant par he la variation infinitésimale 


de Wis 


2 bu sXs= (La; Xj, Lu; Xi) = PRO à 2 
i,j,s 


La ae 
Ole z= = Aj Cijs Uj. ; 4 


d’où 


On voit qu’à la Hanelormatitt infinitésimale Saks du groupe Gs 
correspond une matrice à r lignes et r colonnes, qui. définit la trans- 


. 


(1) Il en est effectivement ainsi, comme on peut le vérifier a posteriori. 


a 

a. 
3 s 
4 
- 
= 


ae eee LO cn PIRE > x db de | PRE. 
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formation infinitésimale correspondante du groupe adjoint; l’élément 
de la «°° ligne et de la B°"° colonne de cette matrice est 


i 


Nous pourrons encore désigner cette matrice par le méme aus 


bole Xa, Xs X; désignant maintenant la matrice 


(CiBa) eee 2, LS py, 


Dans le cas où le groupe Gest simple, les r matrices X,, ..., X, sont 
linéairement indépendantes. eee = 


12. Toute transformation finie du groupe adjoint linéaire sera de 


_ même représentée par une matrice. Considérons en particulier la 


transformation finie engendrée par la transformation infinitésimale 
Ya;X;. Elle s’obtiendra en intégrant les équations différentielles 


: : 4 du, 
Vie ied > AiCijsUly 
- : tii ; 


avec les conditions initiales w; =u; pour ¢=o0, et en faisant ensuite 
t =1. Désignons par (w’) la matrice à r lignes et 1 colonne formée des 


éléments w,, ...,u,. Les équations (2) peuvent s’écrire 


ae ) = X(u"') @ ay aX) ) 


t 


; EE donnent, DE intégration, FR Res 


(u!) Seu), 


on suite la matrice qui représente la trans Dot finie engendrée 


fee par la Gere orne en fi PATTES este™. 


_ 43. Revenons maintenant au groupe réel non unitaire considéré au 
début et au groupe: unitaire correspondant. Nous désignerons par T 
et l, leurs deux groupes adjoints linéaires. Nous désignerons par R 


les matrices finies engendrées par les X, par T les matrices de la 
forme ef et par © les matrices de la forme 27, 1es, X et les V-étant 


eo réelles. 


4 


An. Fe. Worm., G», XLIV. = Dcewone 1927: ads 46 


ji 


di DE eR RPE ee AE dE der à ce 


c 
4 
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Les racines caractéristiques d’une matrice infinitésimale réelle Y 


étant purement imaginaires, les racines caractéristiques des matrices T 
sont toutes réelles et positives, celles des matrices @ sont toutes de 


module égal à r. Toute matrice T ne peut se mettre que d’une manière — 


sous la forme e!”, et l’on a Sas 
. iY —logT, 
en donnant aux logarithmes des racines caractéristiques (réelles et 
positives) de T leurs valeurs réelles. Le symbole T”, m étant réel, a 
une signification bien déterminée, à savoir e”"#". | 3 
Au contraire, il peut arriver qu’une matrice © admette plusieurs 
matrices Y génératrices, ou même une infinité; le symbole @”, si m 
est réel et rationnel, pourra admettre plusieurs déterminations (mais 


en nombre fini). La même remarque s'applique aux matrices R. 


14. D’après les propriétés des crochets (X;X;), (Y:Y;), (X:Y;), les | 
constantes de structure du groupe ne changent pas si lon change — 
_de signe toutes les transformations Y. Il en résulte que l'égalité 


ES 


eX+Y ext’ = Fag i 


où X, X’, X”, Y, Y’, Y” sont des matrices réelles ou imaginaires quel- 


conques, entraine : 
| | eXYeX=Y = eXt=e, À 


Nous dirons que la matrice e*~* est conjugée de la matrice e**". Toute 


matrice R est sa propre conjuguée ; la conjuguée d’une matrice T ou © 
est son inverse T~' ou @-'. 


- 


L'espace de Riemann attaché au groupe I. 


15. L'espace représentatif du groupe F peut être regardé comme 
riemannien ; le carré de la distance de deux points infiniment voisins S 
et S’ n'est autre que la somme des carrés des racines caractéristiques 


de la transformation infinitésimale S'S-'. Le ds? de l’espace de Fest — 
indéfini, somme de n carrés positifs et s carrés négatifs. Ses géodé- 


Siques s’obtiennent en prenant le point variable S,S,, où S, est une 
matrice fixe, S, une matrice engendrant un groupe à un paramètre del’. 


FA 


2 
= 
SS 
4 
= 
” 
= 
À 
1 
- 
À 
=. 
a 
4 
a 
Æ 
z 
a 
A 
a 
5 


wee es he TS LA 2 A RU D UE |. er’ et) dt, 
Va glia À PEU 


Bu ii «2b b AT ee! 
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Dans l’espace del’, toute direction issue du point O (représentatif de 
la transformation identique) est définie par une transformation infini- 
tésimale X + 7Y. Les géodésiques correspondant aux directions 7Y, 
lieux des points T =e”, engendrent une variété totalement géodésique 
an dimensions &.-En effet, la condition pour que les géodésiques 
correspondant au faisceau linéaire de transformations infinitésimales 


a; Uy alee... 1 dU, 


engendrent une variété totalement géodésique, est que les expressions 


[(U;U;)U;] Che fn MEET, SA ER 


appartiennent encore au faisceau considéré ('). C'est effectivement ce 
qui a lieu pour le faisceau des transformations 7Y,, ..., ¢Y,,. 


16. La variété totalement géodésique définit un espace & rieman- 
nien, puisqu'il est plongé dans l’espace du groupe I’, qui est lui-même 
riemannien. L'espace & est simplement connexe, puisque tout point 
de &, représentant une matrice T, peut être défini d'une manière et 


_ d’une seule par les 7 coefficients +, de la transformation infinitésimale 


NÉE AUS yy 


génératrice de T. Nous allons voir qu'avec ces coordonnées la métrique 


de l’espace & est partout régulière, le ds? étant défini positif. 
Rappelons en effet que si l’on considère un groupe quelconque 
engendré par r transformations infinitésimales indépendantes 


PR EEE TR, CA 


et si l’on désigne par S, la transformation finie engendrée par la trans- 


formation infinitésimale Za;X;, le symbole 


de la transformation infinitésimale S,,45,' s'obtient en prenant pour 


les w; les quantités qui résultent des da; en effectuant la substitution 


(1) E, Cartan, La Géométrie des groupes de transformations (J. Math. pures et 


“appl., L 6, 1927, p. 71-75). 
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linéaire 
eA—1 
A 9 


ou A désigne la matrice infinitésimale du groupe adjoint correspon- 
dant à la transformation infinitésimale La;X; ('). 

Le déterminant de cette substitution ne s’annule que si la matrice A 
admet au moins une racine caractéristique de la forme 27%, n étant 
un entier non nul. 

Appliquons ce résultat à la transformation infinitésimale 


2 . NT 5 
id) at+dea) Va —i)} vaYe 


WS Rene e 4 =1+) oXi+ > Did 
i o% 


Comme les racines caractéristiques de la matrice 7Xv, Y,, qui joue ici 
le rôle de A, sont toutes réelles, on voit que les s + x quantités 


W7, Do 
se déduisent des s + x quantités 
Oo ae 


par une substitution linéaire à déterminant non nul. Par suite, des 
s + n formes différentielles linéaires w; et ©, n sont linéairement 
indépendantes. 

Transformons maintenant la transformation infinitésimale T'T-' 


q Q r 4 : ° 3 2 
par la transformation T°; autrement dit, considérons la transforma- 


—t rn wt à < à = 
tion infinitésimale T * TT *; elle dépend aussi de n paramètres (infi- 
niment petits) linéairement indépendants. Or la conjuguée de cette 
transformation, à savoir 


1 1 
T2 T'—1 TS 


est égale à son inverse; donc le symbole de cette transformation infi- 
nitésimale est de la forme Xow, Y,, les formes linéaires ©, étant linéai- 
rement indépendantes en dv,, dés, ..., des. 

CR PE ES AR DO 1 SAP ne 45 de an M. 


(1) Ge résultat remonte essentiellement à F. Scuur (Math. Ann., t. 38, 1891, 
P. 243-286), qui ne se sert du reste pas du calcul des matrices. 


~ 


Aye. rare 


vr = à) 


id ee Bee La AN 


FAT 


ATP AT ne 


— NANTES TT AN Pr 


‘ 


LA 


re TE TAN VE PET ee ant ber A VU 
1 ¢ N 


A = 
3 
Z 
3 
4 


a ie a sb LL At he LR 0 A Dr sn ré 


ou 


DATA RUE PR TP ES TA ee Te 
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Comme les racines caractéristiques de la ton IS sont 


mi 
les mêmes que celles de sa transformée T ? TT °, on voit que le ds? 
de l’espace & au voisinage du point T est une forme définie positive des 


_différentielles de,, ..., Avy. 


… 


Les rotations et les transvections de l'espace &. 


-17. Les transformations infinitésimales X laissant invariant l’en- 
semble des transformations Y, toute transformation T est changée en 
une autre transformation T’ si on la transforme par une transforma- 
tion R, = e*. Les transformations ponctuelles 


T’=R-' TR, 


conservent l'élément Hnéaire de l’espace &; si, en effet, T, est un 
point infiniment voisin de T et T, le point transformé, la matrice 
TT! est la transformée de la matrice T, T=' par la transformation R, : 
elle a donc les mêmes racines caractéristiques. 

Les transformations considérées de l’espace & laissent invariant le. 
point origine T = 1 ; quand R, varie, elles engendrent le groupe continu 
des rotations, où groupe continu d’isotropie, de l’espace &. Son ordres 
est en effet l’ordre du plus grand groupe continu des rotations de &. 


18. Nous avons une autre catégorie de déplacements rigides de 
l’espace & de la manière suivante. Cet espace, comme l’espace du 
groupe I dans lequel il est plongé, jouit de la propriété que toute 
symétrie par rapport à un point quelconque est une isométrie ('). Or 
la symétrie par rapport au point T, est définie par légalité 
’ ‘ ys is — avs yu 
Cee EE a OG 


Cela posé, effectuons successivement une LENG par rapport 


à l’origine et une symétrie par sta au point TE: nous aurons un 


cz 


(1) E, nee J. Math. pures et appl., t. 6, 1927, p. 86. 


es a aa re as al 


‘cement, tout vecteür issu d’un point T de la géodésique est changé en 
symétrie par rapport à un point : Le symétrique d’un vecteur issu | 


au point symétrique M’. ; Re 


© que dans un voisinage suffisamment petit du point origine. | ia 


alors que Hs matrice rr tendra vers une matrice limite ap parte- 
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déplacement défini par l'équation MTL ES RS A 
Ce déplacement laisse invariante la géodésique qui joint le point O au 


point T? (ou au point Ty); il amène O en T,; de plus, par ce dépla- 


un vecteur issu de T’ qui se déduit du premier par transport parallèle 
le long de la géodésique. Cela résulte de la propriété suivante de la 


de M est égal et opposé au vecteur obtenu en transportant par paral: 000 
lélisme le vecteur donné le long de la géodésique qui joint le point M ne 


Nous donnerons au déplacement précédent le nom de transvection, 
et nous dirons que la géodésique OT, est la base de la transvection. : 7721008 


49: Les résultats précédents ne sont démontrés en toute rigueur 


Pour les démontrer dans toute leur généralité, SuppoRARS ue T La 


variant d’une manière continue de 1 à T,, la matrice T?TT? soit : 
constamment égale à une matrice T’ variant de T, à T,. On peut même a 
supposer que l'existence de la matrice T’ ne soit assurée que pour 
toutes les valeurs Se de T, sauf la valeur finale T, ; il est clair mec 


nant a Le et une telle matrice, limite de matrices e”, sera aussi de la sae 

forme c* d 
Se maintenant une matrice T infiniment voisine de T,, dépen- 

dant d’une manière continue d’un paramètre ¢; désignons par, TL lag 


matrice eY., avec des paramètres arbitraires v,, et fonsidérons LES RS 
l'équation PMR 

-i “À Wr age NE EN 1 eR 
(3) ery (Te ar) toe ST (TH aT) TPT 2 Oe 
Si l’on ne aux ¢, les icin numériques qui correspondent. arg FRS 


les deux membres de cette équation sont des matrices infinitésimales ae 
de I inverses de leurs conjuguées, et, par suite, combinaisonslinéaires 
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de Y,, Y,, ..., Y,. On aura donc 
®a(v; dv) = pa(t) dt (EE A ME NME CAE 


comme la matrice T, n’a aucun paramètre non nul qui soit entier, ces 
équations donnent sans ambiguité 


dey = dat) dt, 


et par suite à la matrice T + dT infiniment voisine de T, correspond 
une matrice T’+ dT’ infiniment voisine de T, satisfaisant à (3); on en 
déduit 


ike a T2(T + dT)T?. 


Par suite, quelque chemin qu'on fasse décrire à la matrice T, on ne sera 


Jamais arrété dans la détermination de la matrice T’ égale à T° TT’. 

Les transvections ont ainsi une existence dans tout l’espace 6, et il 
en existe toujours une et une seule amenant le point O en un point 
_ quelconque T,, de manière que la base soit la géodésique OT,. 


20. Cela posé, tout déplacement rigide de l’espace & (et mème 
toute isométrie) peut être, d’une manière et d’une seule, décomposé 
en une rotation isométrique autour de O et une transvection ayant 
pour base une géodésique issue de 0. Seulement il n’est pas sûr que 
la rotation appartienne au groupe continu des rotations. Quoi qu'il en 
_soit, désignons la rotation par le symbole R, la transvection par le 

symbole T du point auquel elle amène l’origine. 

Les rotations R peuvent se décomposer en plusieurs familles conti- 
nues distinctes. | ; 

Si l’on prend maintenant le groupe continu des déplacements, et si 
l'on part, dans le domaine de ce groupe, du déplacement nul pour 
aboutir, Ae variation continue, à un déplacement RT déterminé, il 
est clair qu'on passera par variation continue de la rotation nulle à la 
rotation R. Par suite, tout déplacement proprement dit de l'espace & 
_peut être d'une manière et d’une seule décomposé en une rotation du 
groupe continu d’isotropte et une iransvection ayant pour base une gco- 


: désique issue de Le 
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Il résulte de la que l'équation du déplacement le plus général est 


Re 
2 


4 
T'= TÉRSTR, T5, 


v + x a 
en désignant par Ry etT, deux matrices quelconques de la forme eet e. 


Le groupe des déplacements de l'espace &. 


21. Posons 


—S, ; 


L Ë LE 
Ry ee sos R, I 0 


equation du déplacement le plus général de l’espace & est 
Rat pal 


Ce déplacement est complètement déterminé par la matrice S,. Il n’est 
nul que si cette matrice est unitaire. 

Si l’on effectue successivement le déplacement S, et le déplace- 
ment S;, on obtient le déplacement 


11 LC TI : 
T= 0 So PS,So, 


et il existe nécessairement une matrice Sj telle qu’on ait identique- 


ment À 
AS IU Ufo i 00 FU 

ou 

Se soa ty Same exes 
_ Si, dans cette identité en T, on fait T=1, on voit que la matrice 
S,S, ‘S,' est l'inverse de la matrice S,S,S ", et ensuite que cette der- 
nière est échangeable avec toutes les matrices T; elle l’est done avec 
toutes les transformations infinitésimales Y, donc aussi avec toutes 
- les transformations X, qui peuvent s’obtenir au moyen des crochets 
(Y. Ys); comme c’est une matrice du groupe adjoint F qui laisse inva- 
riantes toutes les transformations infinitésimales du groupe, elle se 
réduit à la matrice unitaire. On a done 


35 Ss opens 


tq ; , yi A 4 
Tout déplacement peut donc étre représenté par une matrice S, = Ry Ti et 
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le produit de deux déplacements est représenté par le see des deux 
matrices correspondantes. : 


Les transformations finies S — RT? du groupe adjoint sivendront 
donc un groupe, et comme ce groupe admet les mémes transforma- 
tions infinitésimales que le groupe adjoint, il se confond avec lui. Le 
groupe continu des mepiscetnents de l’espace & n’est donc autre que 

le groupe adjoint I. 


22. Il est facile de trouver le groupe continu des rotations autour 
d'un point T,. Chacune de ces Bt pourra en effet s’obtenir en 


effectuant d’abord la transvection TE qui amène le point T, al’ origine, 


puis une rotation R autour de l’origine, enfin la transvection T° qui 
amène |’ pneie au à point T,. Le groupe cherché est done | 


al me 
TRSRTS. 


Quant à la transvection qui amène T, en T,, elle s'obtient également 
sans difficulté en effectuant une symétrie par rapport au point Do 
puis une symétrie par rapport au Que de la pue qui joint les 
deux points ; ce milieu est | 


PTT VTT, 
et i ce la transvection cherchée 
VTT CET PE 7 : 
elle est donc ete par la matrice i as LE 


93; On. peut indiquer une formule générale condensant toute la 
trigonométrie rectiligne de l’espace & ('). Considérons un triangle géo- 
désique ayant pour sommets les points T,, Tete transportons par 
parallélisme le vecteur (T;, T,) le long de la géodésique qui joint le 
_ point T, au point T, : il suflit d’ effectuer sur T, la transvection ayant 
pour base cette REC et amenant ANT, 

Tyree Ter, 
(1) Cf. Ann. di Mat., loc. cit., p. 252-253. 
Ann. Ée. Norm., (3), XLIV. — DÉCEMBRE 1927. | 47 


de hr a ER ee ee 
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on peut écrire la formule précédente sous la forme 


der "AT, T, +) Ve MTS. 


Posons . k ae 

. 1 AAT eae PS Ce, 

TT, 1; 2= ef, es 1 27, FE roe TES TOT ee Se 

_ Nous aurons ‘ | | ha 7 ES 

/ A | si 50 Ana : SCD - 

(ORs ese 2 ‘ele “ es 

M i | | À | à 4 <n PAT = ‘ a5 22 
| Dans cette formule, la somme des carrés des racines caractéristiques = 4 
5 ai | dezY,, 7Y,, 1Y, représente respectivement le carré des côtés a,, 4,43 
du triangle opposés aux sommets T,, T,, T,;. Désignons de plus mS 


parvY, le Yg la forme polaire relative à ¢Y, et 7Yg de la forme qua- 
dratique qui donne la somme des carrés des racines d’une transfor- ~ 
mation zY. On a 


fel Noack UY yas Le cosT;, : 
à 3 ve 
gy NES, : . ME as 
| La formule (4) dent done cing dés six Re di ae a 
: géodésique considéré ; elle permet directement de résoudre un triangle - “> og 
* 4 L ETS, < 
a connaissant deux côtés et l’angle compris. Mais naturellement elle 
Ve <a , L AAA 
it PATRICE CR Re ces deux côtés « connus en position. | 
a 


Le groupe mixte d'isométrie et l groupe NE mixte. 


24. Nous pouvons envisager d’un 1 point de vue nouveau L'identité 
ue _ du groupe des déplacements de l’espace & et du groupe adjoint r. Dési- | 
ET a gnons en effet par g le sous-groupe de I engendré par les trans- — 


14 ae > 

Se Geer formations infinitésimales X, ou les matrices finies R. Nous avons 

: URSS _ vu que le HOUR continu des rotations autour du point T, était lees 

= | ps AG 

24 | groupe TE Pet, homologue: de g dans le groupe [. Il est facile de 

TA ei voir qu’on obtient ainsi tous les groupes homologues de g, car aout | 

ji groupe homologue Si’ gSopeut, en remplaçant Sy pes sa ee ae SE USA e 
; . mettre sous la forme Lo a Ye SY RE 
+ ; { à EL “4 3 ne Ae . | Juan Laws - a < 
Fa T, *(R5! gh, )TH= Te Se T8. Eh Fr : nt ae “4 


PLA ee ee TE PAPER MEN EN eee 
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T ? 
2 


Les deux groupes T, eT? et T’ Fp? ne sont d’autre’ part iden- 


fae 


; Sere 
tiques que si T;T, * appartient à g, et par suite est égale à sa conju- 


1 
guée TT», autrement dit si T, = T". 
Nous pouvons donc regarder l'espace & comme l'espace des groupes 
homologues de g dans le groupe T. 
Soit ous So uné matrice quelconque du groupe adjoint. Le 


groupe T: oT? est changé par la transformation S, dans le groupe 
; oe 
SIT 3gT2S,. 


+ Crete te oe 
La matrice T*S, peut toujours se mettre sous la forme RT”. Le groupe 


. Se L 
transformé est alors T’ *gT*. On en déduit, en prenant les conjuguées, 


ou 


~ 


et eee suite, aa multiplication, 


spel 


© Nous retrouvons la relation qui donne le point T’ transformé de ip pee 


le déplacement Sart cule a par allele à celle qui donne le groupe T' : en 


trans formé du groupe T? g& T? par la transformation Sy. 


95. Considérons tnt une transformation du groupe adjoint 
mixte, c’est-à-dire une transformation qui, effectuée sur les opérations 
du groupe donné, conserve leurs lois de composition; il faut et il suffit 
pour cela qu’appliquée aux transformations infinitésimales du groupe, 
elle conserve les constantes de structure. Supposons que cette trans- 
formation change le sous-groupe g dans un autre sous-groupe homo- 
logue de g dans le groupe ay continu; elle laissera invariant 


a . 
l’ensemble des sous-groupes T *gT’, et ce sera une transformation 
isométrique de l’espace &. Par Pre toute transformation du groupe 


1 


— à — 
4 > 
*% 


€” 


[4 


mete 


r 


familles continues distinctes que le groupe adjoint i mixte contient der 


familles distinctes laissant invariant l’ ensemble des AE T: Fer. 


par une transformation du groupe adjoint continu. Toutes les familles M 
du groupe adjoint mixte qui laisseront invariant ce premier ensemble ore 


de T isomorphes a g forment un seul ensemble connexe. Si nous 


Pipe 
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adjoint mixte qui laisse invariant LP ensemble des s sous-groupes! LE tort est 

une trans formation isométrique de l’espace « 6. x re Sep ore? “ À 4 
Réciproquement, toute isométrie de l’espace & laisse er Le os 

groupe continu des déplacements, c’est-à-dire le groupe adjoint con 

tinu I’; c’est donc une transformation du groupe adjoint mixte. ES 
On déduit de là que le groupe d'isométrie de & contient autant de. 


226; il est eae que ‘toute isométrie peut, Panednant ene et d’une ee. 
seule, étre décomposée en fine isométrie R. laissant fixe le point 


origine et une transvection T°. 7 y a par suite autant de familles re à 


continues distinctes d'isométries qu'il ya de canes continues distinctes +2 2 


dans le groupe mixte d’isotropie. rie 4 a 


we 


La détermination de ce dernier te fait l'objet du Tee A) = 
suivant. Quant au nombre de familles distinctes du groupe adjoint — : 
mixte, c’est évidemment un multiple du précédent. Pour I’ obtenir, il ces 
suffit de connaître le nombre des ensembles connexes distinets de L. 


sous-groupes g’ de I isomorphes à g à g. Supposons en effet que g et sg ee 
fassent partie du méme ensemble met on pourra passer de g RP he 1508 
par une transformation du groupe adjoint mixte; si l’on vadegàg = 
par une suite continue de sous- groupes g" isomorphes i ag, le passage > ea 
de g a chaque sous-groupe g g" se fera par une transformation Sue if 4 24 


appartiendra, au moins au début, au groupe Lu continu, et qu'on 
pourra suivre par continuité; le passage de g à g’ se fera donc aussi 


connexes définiront done complètement le ; groupe mixte d’isométrie de 


l’espace &. Il y aura ensuite toujours le même nombre de familles du 4 
groupe adjoint mixte laissant invariant chacun = autres ensembles he 1307 08 
connexes, ce qui démontre le théorème. ; AC ee 

_ Nous or au moins ence qui. concerne les espaces & attachés eee 
aux quatre grandes classes de groupes simples, que les sous-groupes rae APE 


admettons ce résultat, nous voyons que le a dus mixte de 7 
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admet autant de fanulles continues distinctes que le groupe nuxte d'iso- 
métrie et que le groupe nüxte d’isotropie. 


Le groupe mixte d'isotropie. 


27. Désignons d’une manière précise par g le groupe: continu 
d'isotropie, en tant qu'il opère sur les vecteurs issus de l’origine, ou 
encore sur les coefficients e, des transformations infinitésimales 70, Yq 
qui définissent ces vecteurs. Il est clair que toute transformation ® du 
groupe mixte d’isotropie sera une substitution linéaire en ¢,, 2, ..., 0) 
et cette substitution linéaire devra satisfaire aux deux RER A 
suivantes : 


1° Elle laisse invariant le groupe linéaire g'; 
2° Elle conserve la forme quadratique définie o(+) qui donne le 
carré de la longueur d’un vecteur. 


La première propriété résulte de ce que l'opération R-'RR, où R 
est une opération quelconque de g, appartient nécessairement à g, 
puisqu'elle peut être liée d’une manière continue, à l’intérieur du 


_ groupe mixte d'isotropie, à l'opération identique. 


Réciproquement, soit R une substitution linéaire jouissant des 
deux propriétés précédentes. Laissant invariant g, elle conserve sa 
structure ; d’autre part, g n’est autre que le groupe linéaire qui indique 


comment les A HoNe infinitésimales Y sont transformées entre 


elles par les transformations e*; les coefficients de ses transforma- 


tions infinitésimales sont précisément les constantes de structure qui 


entrent dans l’expression des crochets (X;Y,) au moyen des Y. Fina- 
lement l'opération & transforme entre elles d’une part les X, d’autre 
part les Y, en conservant les constantes de structure qui entrent dans 
les crochets (X;X;) et (X;Y,). 

Or, dans tout espace &, la connaissance des crochets (X;X;) et(X; jo) 
entraine, à un facteur constant près, celle des (Y, Yg) ('). Mais ce fac- 
teur constant est ici égal à l’unité, puisque la forme 9(¢) est laissée 


invariante. 


(1) BE, Cartan, Bull. Soc. math., t. 54, 1926, p. 261. 
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© L'opération & considérée appartient donc au groupe adjoint nie, | eae 

et par suite au groupe mixte d’isotropie. cad 

Tout revient donc essentiellement à chercher les substitutions D 

linéaires © laissent invariant Le Brees linéaire g. wie 708 NCRCETNES 


28. A als (! ) que le groupe linéaire g qui peut être fonda : soe al 
orthogonal en réduisant la wee définie REE à une somme de carrés, Mar: 
peut : LE : | | a 

° Ou bien être nuit ou se décomposer en sous-groupes simples; | 
il ua alors wréductible ; 


2° Ou bien se décomposer en un groupe simple ou semi- -simple Gta 
un groupe aun Lise il est alors réductible, transformant entre ee” 


elles une premiére série de = “ variables complexes et une seconde série TES 


de = ~ ; variables complexes conjuguées. 


Placons-r “nous d’ Ae dans le cas ou g est Reno 


1° Le groupe g est Ro — Il appartient alors 3 à un certain pe Bee. 

simple unitaire, et nous aurons d'abord à rechercher si le groupe : = ee 

adjoint de ce type admet une ou plusieurs familles distinetes de trans- = 
Mn "formations. S'il n'en admet qu’ une, l'opération R transformera les 
: is opérations de g de la même manière qu’une opération convenable 
: NS ment choisie du groupe g lui-même; on pourra done se ramenerau CS 
| cas où l’opération & laisse invariante chaque transformation de g fee 
Le groupe linéaire g étant irréductible, une telle opération multiplie an 

à nécessairement toutes les variables par un même facteur, qui ne peut 5 
& LT ARE être que —1, puisque le carré de la longueur d’un vecteur doit être ae 


conservé. Cela n’est possible que si l’entier # (*), qui indique le 
nombre de transformations distinctes de g g qui correspondent LB UPS 24 
transformation identique de son groupe A est impair; sinonen 


- 


(1) Voir le Mémoire qui vient d'être cité du Bulletin de la Société mathéma- | oa 
tique de France. he eae 


(2) Voir E. Cartan, Les tenseurs Toute etc. (Bull. Se. math.,t. 49, 19244 Ss 
» p. 150). : ne ps 


nee à 2 : "3 vd 
TER : OT 


; 
ZZ 
- 
4 
x 
7 


t 


Li 


> 


% 
F 
a 

4 | 
% 


Tak er eR ÉLI LS SNS eer i eee ve | poke Ne he D ete SO ee all 


AP Pe Me 


ar 


AY 


FORMES RIEMANNIENNES DES GEOMETRIES A GROUPE FONDAMENTAL SIMPLE. 375 


effet la transformation ¢, = — ¢, ferait déjà partie du groupe continu 
d’isotropie g. | 

Supposons maintenant que le groupe adjoint du type unitaire auquel . 
appartient g admette plusieurs familles continues distinctes d’opéra- 
tions. Cela arrive (') pour les types (A) de rang />2;(D) derang/>4 
et (E) de rang 6. Si les transformations d’une de ces familles ne 
laissent pas invariant le groupe g, il n’y aura pas lieu de les consi- 
dérer, car il ne pourra leur correspondre aucune opération @. Les 
seuls cas qu'il y ait à examiner sont ceux où le groupe g est (?): 


(A) du type BBG BF avec Vip, Pi Pes pee 
CDimsdantupe git eer eek aveen pias ps5 
(E) du type gmg...g# avec P= Psy Py = Ps 


Il y aurait encore, pour le type (D) dé rang 4, dont le groupe adjoint 
unitaire est formé de six familles continues distinctes, à examiner 
tous les cas où deux des exposants P,, Pos Ps seraient égaux. . 

Supposons que l’une des familles de transformations du groupe 
adjoint laisse invariant le groupe g; on cherchera une substitution 
linéaire particulière R transformant g de la même manière qu’une 
transformation particulière de cette famille. Si l’on donne des poids 
aux différentes variables de g, l’une des transformations du groupe 


adjoint mixte a pour effet de changer entre eux ces poids; on essaiera 


done une substitution  échangeant entre elles les variables d’une 
manière correspondante. Si maintenant le groupe continu d’isotropie 
a un entier # impair, aucune des nouvelles familles obtenues du 
groupe d’isotropie ne contiendra la symétrie par rapport à l'origine, 
qui laisserait invariante chaque opération de g. On la combinera donc 


~ avec les familles déjà obtenues, ce qui en doublera le nombre. 


2° Le groupe g est semi-simple et ne contient aucun sous-groupe inva- 
riant à un paramètre. — Il résulte alors de la multiplication de deux 
CE 


ou plusieurs sous-groupes simples échangeables entre eux ; supposons 


qu'il y en ait deux, g, et g». Les variables de g sont transformées 
(1) E. Canran, Le principe de dualité (Bull. Soc. math., t. 49, 1925, p. 366). 
(2) Votr pour les notations E. Cantan, Les groupes projectifs qui ne laissent 


_invariante aucune multiplicité plane (Bull. Se. math., t. 41, 1913, p. 53-96). 
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comme les quantités EG. où les æ, a les Ne transf rmées + 
par g, et les ya les variables transformées par g2. Le groupe adjoint 
degs ‘obtiendra d’abord en multipliant le groupe adjoint de Be par le | 
Fronge adjoint de gy; mais il pourra contenir en outre des tre nsfor- FA 
mations échangeant entre eux les deux sous-groupes g, et go dans le. 
cas où ceux-ci ont la même structure (et sont de plus des groupes 
_ linéaires semblables). A toute famille continue du groupe adjoint d es = 
Jaissant invariant le groupe linéaire g, correspondra done une famill Tinea 


¢a) Gs fea 


_ continue déterminée du groupe d’isotropie. Sil’entier & correspondant Soe 
# à g, et qui est le plus petit multiple commun des entiers k, et ky 
4 correspondant à 8 et go, est impair, il faudra encore composer t toutes — ES 
LS : 7 
>. les opérations obtenues avec la symétrie par rapport à l'origine, ce me 
ES qui doublera le nombre des familles continues distinctes ae groupe. = À 
À ed isotropie. CASE SRE MR Me FPS CR 
Æ ; Pr 10 ARE SRE AS = 
ae ‘ LS & ee 
pe 
= à 
a 
Se 
aS fe 3 
ae RER hed © 
LS SANS variables: eonjuguces:2 a0 Pr, a te groupe g en entre 


ce SR as oMesies variables æ,, .. 3» D et, ME comme un Broupe linéaire 
LE par rapport à ces RE ilest irréductible, = ARE 
er Le ROUE g contient les transformations ART ARTS STE 
2 : Fa: Ô . \ FT x is ; as fs ‘ = he CRETE te 4 à oF ; 


‘ 2 d f 
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' - s CAT) y j at ae 


Se ae ee ae par Sea al origine. On peut Lies + le Mme | > 
en un groupe simple ou ones g, et dans le groupe à un para- | 
mètre précédent g,. Toute famille continue du groupe adjoint de Fa Fu 


SPEARS __. laissant invariant g, donnera naissance à une famille continue du . 
Reig ey. | groupe d’ isotropie. Toute autre opération R du groupe qi isotropie — 2 
Nai ges laissera invariante chaque opération — de gi elle pourra soit con- — ay 
aes: a, 
ee : server l’ensemble des variables æ,, soit. changer l'ensemble des sie 
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rant sur les æ,, est irréductible, et toute substitution linéaire 
échangeable avec chaque opération de g serait done de la 
forme x, = mx,, ce qui entrainerait 2, = mæ,, d’omm=t. Or, Vopé- 
ration & conserve les longueurs des vecteurs; m étant de module 1, 

l'opération fait déjà partie du sous-groupe g, du groupe continu g.. 
Mais le second cas est parfaitement possible; on obtient une opéra- : 


tion R en changeant x, en x,, d’où, par combinaison, doublement du 
nombre des familles du groupe d’isotropie. 


Le groupe de connexion du groupe adjoint I (!). 


30. Etant donné un groupe quelconque G, il existe toujours un 
groupe abstrait G, infinitésimalement isomorphe a G, mais dont le 
domaine est sëmplement connexe. Ce groupe G est bien déterminé et le 


~ 


groupe G|G s’appelle le groupe de connexion de G; il est formé des 


opérations de G qui correspondent à à la transformation identique de G. 
Le groupe de connexion est abélien. | 

Nous avons vu (n°21) que toute transformation oe, groupe adjoint I 
simple réel non unitaire pouvait, d’une manière et d’une seule, être 


décomposée en une rotation R du groupe g et une transvection T°. Par 
suite, tout contour fermé tracé dans le domaine du groupe I’ se ramène 
à un contour fermé tracé dans le domaine du groupe g, et à un contour 
fermé tracé dans l’espace simplementconnexe &. Le deuxième contour 
fermé est toujours réductible à zéro par déformation continue. Par 
suite, le groupe de connexion de T est identique à celui de g. 


31. Quant au groupe de connexion de g, voici comment on le 
détermine : ; actrees 

Trois cas peuvent se présenter : ou bien le groupe g "est un groupe 
linéaire simple (unitaire); ou bien il résulte de la multiplication de 
deux groupes linéaires simples à paramètres distincts, ou bien enfin 

43) Voir, au NE des Gate invoqués, mon Mémoire : La Géométrie des gr De 
simples (Ann. di Mat., loc. cit., p. 211- -230). 

Ann. Be. Norm., (3), XLIV. — DÉCEMBRE 1927. 7 Hart 
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il résulte de la multiplication d’un groupe linéaire simple ou semi-— 


simple de l’un des groupes précédents par le groupe à un para- 
mètre uw’ = eu. 

Dans le premier cas, on a immédiatement le groupe de connexion 
de g. On connaît en effet le groupe de connexion de son groupe adjoint, 
Let d autre part on connaît l’entier # qui indique le nombre de transfor- 


mations distinctes de g qui correspondent à la transformation iden- 


tique dé son groupe Con Comme le groupe g est un groupe linéaire 
irréductible, ces transformations multiplient toutes les variables du 


groupe g par une même racine kw de l'unité. Le groupe de connexion 
du groupe adjoint est un groupe abélien (en général cyclique) © 


engendré par une ou deux operations: cycliques, soit A et A’; d’autre 
part, on peut supposer que c’est à l’opération A‘ que correspond la 
transformation identique de g. Le groupe de connexion de g est alors 
engendré par les deux opérations A‘ et A’. Si le groupe de connexion du 
groupe adjoint était pene celui de & serait engendré par A‘; son 


_ ordre est le quotient 7 K de l’ordre du ¢ groupe de connexion du groupe 7 


adjoint de g parl’ entier 4. 


32. Sig est le produit de deux groupes linéaires simples gr et La 


on peut déterminer son groupe de connexion d’une manière analogue. 

Rappelons d’abord la construction de g. Soient x, les variables 
transformées par g, et yg les variables transformées par gy. Les 
variables transformées par g le sont de la même manière que les pro- 
duits x, yg, quand on soumet les æ et les y aux transformations de g, 
et de gy. A chacun des groupes linéaires g, et g, correspond un entier #, 


et #,; #, est le nombre des opérations distinctes de g, qui corres- 


pondent à la transformation identique de son groupe adjoint; chacune 


de ces opérations multiplie toutes les variables x, par une mème | 


racine #°"° de l'unité; de même il existe dans g, un nombre #, d’opé- 
rations dont chacune multiplie toutes les variables y, par une même 
racine ki" de l’unité. | + 
Soient maintenant K, et K, les Crdces des groupes de connexion 
des groupes adjoints de g, et gs; soient A, et A, leurs opérations généra- 


trices Rep supposant ces deux groupes ceycliques). On peut ne | 
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qu'à A, correspond la transformation de g, qui multiplie toutes les 


2in 


variables a, pare À ; on peut faire une hypothèse analogue pour A,. 


Nous allons chercher quelles sont celles des opérations 
ARR he 00s uk is por KT 
qui correspondent à la transformation identique de 2. Les entiers À 
et x sont déterminés par la condition que r+É soit un nombre 
entier. Soit d le plus grand commun diviseur de #, et #,, et posons 
Re ky== ky. 
On voit RIRE ment que À et y. doivent être de la forme 
CRAN, pp 
et que À + y! doit être divisible par d 
p= dp — ne 
Par suite, les opérations cherchées sont de la forme 


(AN B-# "Bee, 


où A’ eto sont dete entiers arbitraires. On retrouve l'opération iden: 
tique- si A’ et o sont de la forme 


avec deux entiers m et n arbitraires. Par suite, l’ordre du groupe de : 


connexion de g (groupe engendré par les deux opérations A“ B™ et B') 


est égal à 
Le KK, 
RTE 


c'est-à-dire au quotient de l'ordre K,K, du groupe de connexion du 
groupe adjoint de g par le plus multiple commun de k, et ky. 
Le raisonnement serait analogue si les groupes de connexion des 


_ groupes adjoints de g, et de g n'étaient pas eycliques, et la conclu- 
sion serait la méme. | 
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33. Prenons enfin le cas où le groupe g serait le produit d’un groupe 
linéaire simple ou semi-simple g, à un certain nombre de variables x, 
et du groupe g, à une variable y’ = ye". Il existe dans g, un certain 
nombre de transformations multipliant toutes les variables par une 
même racine de l'unité, et il est clair que ces transformations 
engendrent un cycle d’un certain ordre A. Le groupe de connexion du 
groupe adjoint de g, peut étre supposé connu; il admettra par exemple 
deux opérations génératrices A et B; à A correspondra l'opération 

22% ; 
de g, qui multiplie toutes les variables æ, pare’ , et à B correspondra 
la transformation identique. 

Quant au groupe de connexion du groupe adjoint de gy, il est facile 
à déterminer; ce groupe adjoint se réduit en effet a la transformation 
identique; le groupe de corinexion est continu et chaque opération 
est caractérisée par un angle 4 variant de — x à +00. En désignant 
par exemple par C l'opération correspondant à 06— 27, l'opération 

6 ( 


correspondant à 4 sera C’*. 
Cela posé, à l'opération 
A* Bt CY 


correspond la transformation de g qui multiplie toutes les variables 
par 


URL 


ce sera la transformation identique si l’on a 
JE 
HS 


Le 
n étant entier. Le groupe de connexion de g est donc formé des 
opérations 


/ 1 


À 
(AG 4) Bec, 


avec trois entiers arbitraires A, 4, n. Du reste on peut prendre comme 
opérations génératrices | 


1 
ACER AREA RE. 
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A* et B engendrant le groupe de connexion de g,, on arrive au 
résultat suivant : 

Le. groupe de connexion de g se décompose en un groupe cyclique 
d'ordre infini et un groupe fini, à savoir le groupe de connexion de g,. 

Le groupe cyclique d’ordre infini est formé des différentes puis- 
sances à exposant entier, positif, nul ow négatif d’une opération géné- 
‘ratrice.… 


34. On peut maintenant partir d’un groupe quelconque G de la 
structure infinitésimale réelle donnée et différent du groupe adjoint I’. 
Toute transformation finie de ce groupe sera decomposable d’une 
manière et d’une seule en unetransformation du sous- groupe engendré 
par les X et une transformation engendrée par les :Y. Son groupe de 
2 connexion sera un sous-groupe du groupe de connexion sit groupe 
adjoint I’. 


30. On pourra toujours obtenir un groupe de la structure infinité- 
simale réelle donnée et qui soit simplement connexe. Supposons 
d’abord le groupe de connexion de I’ fini et introduisons d’une part 


Soa ui 


ee ee eS ER ee a à OT Te TREN ÉD AS de 
ù QE : J) : ; à l : 


les paramètres 4,, ..., a, d’un groupe linéaire simplement connexe 
4 ayant la structure de g (groupe que nous savons exister); d’autre 
= part, les paramètres 6,, ..., b, de la transformation infinitési- 
a male 2b, Y,. Les paramètres du groupe étant ainsi choisis, le groupe 
z des paramètres symbolisé par la relation 


Sani a Sxx,y9a,b) 


ou (a, b), (x, y), (2, y') désignent trois opérations du groupe 
abstrait, donnera pour les +’ et y’ des expressions régulières, uni- 
formes des x et des y; comme le sous-groupe g’ correspondant est 
simplement connexe, le groupe lui-même sera simplement connexe. 

Si le groupe de connexion de l'est infini, l’un des paramètres du 
sous-groupe g du groupe adjoint est un angle variant de 0 à 27; nous 
le considérerons dans les formules comme variable de —x à + =, et 
nous obtiendrons ainsi le résultat cherché. 


Os Le raisonnement qui a ate fait s’applique au groupe des dépla- 
cements de l'espace euclidien à n dimensions; le groupe continu 
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d’isotropie est ici, pour n>3, le groupe continu d’une forme quadra- eo 
tique définie positive; son groupe de connexion est d’ordre 2. Pour 2 
n=3 par exemple, on définira une rotation autour de l'origine au : 

moyen des parametres d'Olindé Ace Le Ds À; u, v liés par la 

LAS HOR | ci a 
prt + pt + v=, Rs. 


et l'on dédoublera ces rotations en pase dante comme distinctes les 
deux opérations (9, Ay By v) et (—p, — A, — B, — y). On combinera 
ensuite cette rotation avec une translation (a, b, c). Les formules de : 
composition des déplacements définiront alors un groupe simple- 
ment connexe isomorphe au groupe des déplacements de l’espace (*). 

En introduisant comme paramètres un quaternion unitaire A et un 
vecteur B, comme variables un quaternion unitaire T et un vecteur U, 

les équations du groupe simplement connexe sont 

'ESARES 
U= AUA+ + B.-- 


D en ae 


Sin = 2, le groupe d’isotropie est le groupe des rotations du plan. 
On prendra alors comme paramètres l’angle c de rotation (qu'on 
:  regardera comme une variable susceptible de prendre toutes les valeurs 
— We réelles) et les composantes a, b dela translation. On arrivera ainsi au “sae 
Saas | groupe D ADETEN connexe — 


l 2'= a coss — b sins +, 
+ Ja E FE sins + bcoss+ y, 
. si = 3+, 
infinitésimalement isomorphe au groupe ieee déplacements du plan, igre 
ce dernier ayant un groupe de connexion d’ordre infini. {= 7 


La courbure riemannienne de l'espace & et les variétés euclidiennes By 


a, 37. Dans l’espace à connexion affine sans torsion d’un groupe G 


| dont les constantes de FLENÇAOFS sont c;*, la courbure riemannienne | SE 


(1) Ce groupe, ainsi dédoublé, a été considéré depuis longtemps par E. Suny dans 
ses importants travaux sur la géométrie des « Somas ». 
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est donnée par la formule (‘) 


; I A 
Rigg = 7 DE Cap" ci. 


k 


Supposons pour un instant que nous ayons choisi, pour base du 
groupe unitaire I, des transformations infinitésimales X;, Y, toutes 
de module égal à 1 et orthogonales entre elles, de manière que la 
somme des carrés des racines caractéristiques de la transformation. 


; 3 = 
>) wiXit > DAY: 
i x 
De w+) Va. 
i a 


Les constantes de structure-du groupe formeront alors un système de 
trivecteurs ; la courbure riemannienne de l’espace & dans la direction 
déterminée par les deux transformations infinitésimales 7Y, et 7Yg 


HD Che BED (cap? 


k 


soit 


sera 


Elle est. donc négative, et ne pourrait être nulle que si tous les coeffi- 
cients C,g; étaient nuls, c’est-à-dire si les deux transformations infini- 
tésimales Y, et Yg étaient échangeables entre elles. 


38. Comme nous l’avons vu (n°4), il existe pour l’espace & un 
entier À déterminé, que nous appellerons le rang de l’espace, et qui 
jouit de la propriété caractéristique suivante : | 

Les vecteurs issus de l’origine dépendent, à une rotation près 
du groupe continu d’isotropie, de À paramètres arbitraires. 

Comme les transformations infinitésimales Y échangeables avec une 
transformation générale Y, engendrent un groupe abélien, il-en résulte 


que toute géodésique issue de l'origine appartient à au moins une 


variété Ey, à À dimensions, totalement géodésique et de courbure rieman- 


(1) E. CarTAN, J. Math. pures et appl., t. 6, 1927, p. 64, formule (7). 


nienne. 


_infinitésimales Y échangeables entre elles et telles qu’aucune autre 
transformation Y ne soit échangeable avec toutes celles- DE } 


oft origine, toute géodésique issue de O est congruente à une géodé- 


fait la représentation des transformations Y. Tout point de & repré- 


‘unes des autres par les opérations du groupe fini (S), lesquelles pro- 


_ à une géodésique située dans une ae régions (D) de la variété 
 euclidienne E. 
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nienne nulle, de telle sorte que toute rotation qui laisse re xe aS géodé- 
sique laisse fixe chaque point de E,. Toutes les variétés E, sont congruentes — 
entre elles. k : es 

La propriété de la variété E, d’ êtes euclidienne (de RAS en nulle) — 
résulte de l'expression trouvée plus haut pour la CRUE rieman- — 
Rappelons du reste qu’ ’on aura une variété B, Entre en SR > St 
sissant d’une manière quelconque un système de transformations Las 


L 


39. Si l’on ert une variété euclidienne pasGaulibes E, issue » de 


sique située dans E,. Mais on peut aller plus loin. La variété E, n’est 
en effet que l’espace euclidien à À dimensions sur lequel nous avons 


sente une transformation T = e”, et les paramètres an gulaires Pa de + 
peuvent être regardés comme constituant un système de coordonnées 
cartésiennes dans E,, le carré de la distance d'un point à puis 
étant la somme des carrés des 9,. 

La variété euclidienne E, peut alors être partagée (n° 10) en un 
certain nombre de régions indéfinies (D) qui peuvent se déduire les 


duisent le même effet que certaines rotations du groupe continu = 
d'isotropie. Toute demi-géodésique issue de O est done congruente | 


Ajoutons enfin la remarque à peu près évidente que par deux points 
de l’espace & il passe une géodésique et une seule, et que cette géodé- 
sique réalise le minimum de la distance des deux pants. 


La 
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J 
7 
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CHAPITRE II. 


CLASSIFICATION DES ESPACES A COURBURE NEGATIVE 
ATTACHÉS AUX GROUPES SIMPLES RÉELS NON UNITAIRES. 


Nous allons maintenant passer en revue les différentes classes 
d'espaces & à courbure négative, attachés aux groupes simples réels 
non unitaires. Nous nous bornerons essentiellement aux quatre grands 
types de groupes simples. Nous indiquerons, pour chaque classe, une 
interprétation géométrique de l’espace &, ainsi que les propriétés 
principales des variétés euclidiennes E, ; nous déterminerons enfin le 
groupe de connexion du groupe des déplacements ainsi que le groupe 
mixte d’isométrie('). 

Les espaces du type (Al). 


40. La structure simple de la forme (AI) est celle du groupe linéaire 
unimodulaire réel G de / variables réelles (/ étant le rang du groupe). 
Les transformations infinitésimales sont 


eS aes DDR med Ce tree), 
(at) LPi— Li; P+, Mp epi (UT = Dore CH Be 


+ 


Ses transformations X engendrent le groupe orthogonal à [br 
variables; chaque transformation Y engendre une substitution linéaire 
à tableau symétrique. 

Au lieu de définir l’espace & comme le lieu des matrices T du groupe 
adjoint continu, on peut le regarder comme le lieu des transformées 
par le groupe G d’une forme invariante par le sous-groupe g, par 
exemple, le lieu des formes quadratiques définies positives de discri- 


minant 1 
F =» dij Li). 


i,j 


Il est clair, en effet, que toute forme de cette nature est invariante par 


(1) Les tableaux des transformations infinitésimales X et Y relatives a chaque type 
d’ "espaces & sé trouvent à la fin du Mémoire: Sur une classe remarquable d'espaces 


de Riemann (Bull. Soc. math., t. 35, 1927; P- 126-132), L’entier qui y jest désigné 


par À n’est pas le rang de l'espace. 


Ann, Ec. Norm., (3), XLIV. — DÉCEMBRE 1927. DA | 49 
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un sous-groupe g’ de G isomorphe de g; d’autre part, toutes ces formes 
constituent un ensemble connexe, oat si F, et F, sont oem d’entre 


elles, la forme F,cos¢+F,sin¢, où ¢ varie de zéro a ue est aussi 
définie positive; en la divisant par un facteur convenable Sas fonc- 


tion eee de t, on aura une suite continue de formes allant 
de F, 


Al. Le rang et les variétés E,. — On aura ici un sous-groupe y, en 
prenant, par exemple, les transformations infinitésimales 
a=l+1 : 
> aaTaPa (A+ d.+...+ 414,=9). 
x=1 
Le rang À de l’espace est donc égal à /. Les racines de l'équation 
caractéristique des transformations correspondantes du groupe adjoint 
sont les quantités a, — ag. Le groupe (S) est le groupe de substi- 
tutions le plus général sur les / + 1 lettres a. | 
La variété E, est à / dimensions et est le lieu des formes quadratiques | 
définies positives 


A, xj+ Ati +... + Ar, (A ASE Age eet), 


Le ds? de cette variété est, à un facteur constant près, 
dA?  dA2 Lae 


ds? = A Ad 


, tea 


Toute géodésique est congruente à la géodésique lieu des formes 


quadratiques 
CUS D 4 eMart. 4 ets x), 


où les constantes a,, a,, ..., a,, sont liées par les relations 


A+ a+... + ay =, 
2 2 dore 
a+ ai+:..+ai)=1, 


et où l’on peut, de plus, supposer: 
| G2 G2...2 ar. 


Ces dernières inégalités définissent le domaine nos (D) du 
groupe (S). 


D Avec 
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On voit que si la géodésique est tout entière intérieure à (D), elle 
part, pours = —, du pointimpropre x’. pour aboutir, pours= +, 
au point impropre La 

L’absolu est ici At par les ae Madman tes définies dégé- 
nérées. Dans le cas très particulier /= 2, n = 5, l'absolu est formé, 


_ dans l’espace projectif(a;), d’une partie de la variété cubique obtenue 


en égalant à zéro le discriminant de la forme (a;;), à savoir la partie 
ue ranean aux coniques décomposées en deux droites imagi- 
naires conjuguées. Il contient aussi la surface de Veronese, qui cor- 
respond aux formes quadratiques carrés parfaits. Chaque plan. E, 
coupe l'absolu suivant un triangle; les géodésiques qui partent d'un 
point donné du plan vont, en no d'un sommet du triangle à un 
autre; il y a exception pour trois géodésiques br. (repré- 
sentées par des droites), qui partent d’un sommet (æ?, par exemple), 
pour aboutir à un point particulier du côté opposé (æ, +æ;), Dans 
cette image du plan euclidien, on voit que l’ensemble des points 


propres Ga distance finie ) est complété par des points impropres 


(points à l'infini); mais des AE géodésiques issues d’un point 
donné du plan n'aboutissent pas à n'importe quel point à l'infini. 


42. Groupe de connexion du groupe des déplacements. — Le groupe g, 
considéré comme le groupe continu d’isotropie, est celui qui indique 
comment les coefficients d’une forme quadratique harmonique a 


[+1 variables sont transformés par les substitutions orthogonales 
effectuées sur ces variables : les formes quadratiques définies posi- 
_tives, de discriminant F. infiniment voisines de la forme Unite, sont, 
en effet, . 


(1+ ai)ri +. + (1 A db +1) Phy + 24,2%, Lt. 


CE FREE As, 13 = 0: 


Le groupe gest, pour / pair, du type (B) de rang à Mt groupe g, 


pour lequel k=1,K=2. Le groupe de connexion cherché est cyclique 


d'ordre 2 (n° 31). 


Si lest impair, g est du PE de rang ! En supposant 1>3,on 


oe Re eM 0] 7 
“ea 7) 2 a 


eee ire 


DEAN Là 


of ee 


td 


ae - nd 


vel rfi À 
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dr 
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a le groupe g:, pour lequel 4 = +, K = 4. Le groupe de connexion est — 


d'ordre 4, cyclique si LES est impair, ou l=x(mod 4); non ig 
(Vierergruppe) si /==3 (aba 4). 

Pour /=1, g est isomorphe au groupe des rotations du plan; son 
groupe de connexion est cyclique d'ordre infini. 

Le groupe adjoint, dont nous venons de déterminer le groupe de 
connexion, est isomorphe au groupe homographique de / variables 
réelles. Le groupe linéaire unimodulaire de [+ 1 variables réelles lui 
est isomorphe holoédrique si / est pair; si / est impair, il correspond à 
une transformation homographique de deux transformations linéaires 
distinctes. Par suite, le groupe linéaire unimodulaire de n variables 
réelles n'est jamais simplement connexe; son groupe de connexion est 
cyclique d'ordre. infini (n= 2), ou d’ordre 2( PAIE 

On déduit en particulier de là qu'aucun groupe esas de méme 


structure infinitésimale que le Sroupe homographique de ! variables 


réelles n’est simplement connexe. 


Dans le cas /=1, on obtient un groupe simplement connexe en 


prenant le one ‘ | RL 
atangæ +b 


tanga’ = ——_2—___ 
a gr +b 


aie bals ol ve. et 

où l'équation est supposée résolue par rapport à +’, en se e donnantune 
des déterminations de 2’ correspondant à une re numérique 
donnée de av. 


43. Le groupe mixte d'isométrie. — Appliquons ine considérations 
générales des n°° 27-29. 


Si / est pair, g est le groupe g; du type (B) dont le groupe adjoint 


estcontinu. L’entier & étant égal a 1, le groupe d’isométrie est formé de 
deux familles continues distinctes. La symétrie par rapport à un point 
n’est pas un déplacement ROBES dit. 

Si / est impair, g est le groupe g? du type (D), dont le groupe adjoint 
est mixte. On aura une opération a ne faisant pas partie du groupe 
continu d’isotropie en effectuant sur les variables a; une substitution 
orthogonale de déterminant —1. D’autre part, l’entier # est égal à 1. 


Le groupe d'isométrie est donc formé de quatre familles continues dis- 


4 


4 ie Th. ey ENT D. né té à Ce | 7% 2. ‘i 
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tnctes ; la symétrie par rapport a un point n’est pas un déplacement 
proprement dit. 


Les quatre familles d’ isométries peuvent être représentées par les 
formules 
T’=T,R-' TR,T,, 
T’=T, Rs! ATAR,T,, 
T’=T,R‘T-R,T,, 
T’= T, Ro! AT-'AR,T,, 


dans lesquelles R, désigne une matrice orthogonale de déterminant 1, 
A la matrice diagonale ont tous les nie sont égaux à 1, sauf un 
égal à — r. 

Les quatre familles d’isométries correspondent aux homographies 
directes, aux homographies inverses et aux deux familles correspon- 
dantes de corrélations. En particulier, la symétrie par rapport à l’ori- 
gine revient à changer une forme quadratique définie positive en son 
adjointe. 


44. Le groupe adjoint mixte. — Le groupe adjoint mixte du type(D), 
dans le domaine complexe, se compose de deux familles distinctes; 
tout groupe isomorphe deg s’en déduit soit par une homographie, soit 
par une corrélation. Or, la corrélation particulière u; = x; laisse 
invariant le sous-groupe g. Par suite, tout sous-groupe g’ isomorphe 
de g laisse invariante une forme quadratique nécessairement réelle et 
aussi définie positive, sans quoi la structure de g’ dans le domaine 
réel ne serait pas la même que celle de g. Par suite, le groupe adjoint 
mixte laisse invariant l’ensemble des sous-groupes homologues de g 
dans le groupe adjoint continu. Le groupe adjoint mixte est donc iden- 
ne au eee mixte d'isométrie. | 


as fe ds? de l’espace &. — Il est facile d’avoir explicitement 
l'expression analytique du ds° dé l’espace. Soit A la matrice (a;;) uni- 
modulaire symétrique positive variable; considérons le déterminant de 
la matrice À + ¢ dA, où ¢ est un paramètre scalaire, et développons-le 
suivant les puissances dep. Ona | 


JA +pdA = + p a(n dy) +. 
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La forme différentielle quadratique ga une signification invariante 
par les transformations du groupe GS si l’on prend pour A la matrice 


diagonale e%, avec 
Za;= 0; Sa 


cette forme 9 est égale à ds*Ea;a; = — = ds?. Par suite, le ds? cherché 
est défini par légalité 
ER 
|A+pdA|=1—-<p ds? + 


Si, au lieu de prendre la matrice A unimodulaire, on la prenait sim- 
plement symétrique positive, et si l’on posait 


[A+ pdAl= at Bo +ypr trs, 
on aurait 

Les ae 
ee 6? — 207 


PA à 
4s = 


Les espaces du type (AII). 


46. Ces espaces n’existent que pour / impair. Ils sont à 


(7—1)(l+.2) 


2 


Hy > 


dimensions, et leur groupe d’isotropie est à 


“(L+-1) (1+ 2) 
= 
paramètres, du type g: (Ces). 


Désignons par <, 5, ..., les indices impairs 1,3, ..., /; pare’, Das 
les indices pairs 2, 4, ..., [+ 1 qui les suivent immédiatement. 
Partons a groupe linéaire unimodulaire G à J vi variables com- 


X,a—x OF 
¢o—— «x ) 
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Les transformations infinitésimales X sont : ee Tats ye ee aa ; 

= t(Xqa— Xarw), eo. ; | ; 
“LC as oe ET  Xau + Xara, i. EE om 4 

AS : U(Xaa + Xwa), | | 

ÉTAT | Xap + Xa gr — Xga— XBra, = 

OF hye aes TR Rp) ns ie Pe Be: 44 


oS) ener + Maar Xap Xpa— Xa, dt gh nes a 
bs. . ré La sir Ka + Xep + Xpar+ Xpra): = à : " : = ‘ 


_ Les transformations infinitésimales 7Y sont : 

+ TÉLÉS TRE Ge Kase Se (2) 
me tik OR MES PARUS Lt To CAES are UE peer 5 

Fria cay. i(Xap— Xe Xga+ Xp 7) , Apres : 


a Xap — Xap— Xpa+ XP, | Re 
5 : = Fes Kari Ka — Xfrn). a a a 
] Rogardons les Pa comme ‘des variables complexes 


es - ee ee oe > 5 En = 
> he ù ; = ; baler ke tf | i: Là 2 = ie + Pas 
| ; * SR i Say 
a 
4 v 


X peuvent s 'écrire : fie 


LÉ RARES 
| Ga) Sera in 


to) (Zap): cee ae 
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Quant aux transformations 7Y, elles s’écrivent : 


dx = Ex Of) = Es 
a= Ep Es — a; 
Ev — gt, a=" Eat; 
du =— EBJ ; d&g = Ea 5 
da —— Ek, d&g Eak. 
47. Le groupe engendré par les transformations X ets Y est le groupe 


RE Abt p et Ee . 
quaternionien linéaire unimodulaire à aa variables 
=> Ex Mik; 
k 


les a, étant des quaternions. Quant aux transformations X, elles 
laissent invariante la forme d’Hermite quaternionienne définie positive 


CDS ATOS . + bb, 


où Ë, désigne le quaternion Re de &,. 
Cette forme sera transformée par G en une forme également définie 


positive 
>> EA kj, 


ij 
ou les quaternions A;; satisfont aux relations 
. À Ay Aji; 


les coefficients A;; sont des scalaires positifs. 

Réciproquement, toute forme d’Hermite quaternionienne défime 
positive pourra se ramener, par une substitution linéaire à parametres 
quaternioniens effectuée sur les &, à la forme 


BE tEE +... + GE, 


et par suite, sera invariante par un sous-groupe g’ isomorphe de g 

Toutes ces formes constituent un ensemble connexe ;: on le PORTE 
comme dans le cas du type (AI); par suite, l’espace & est l’espace des 
formes d’Hernute quaternioniennes définies positives, en ne regardant 


arc nl x Feng + a 14 : RTE : . me”, 
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; pas comme “distinctes deux formes ne différant que par un oer 
_ constant scalaire. 


= 48. Les variétés. euclidiennes Hi, et les géodésiques. — On obtient un 
< = 
| groupe me = Mae en prenant les eat * transformations infinitésimales | 


LC: <i eee ep) A “a 1 
To SN. . 


Xe Ss Xx 19 — Xi Xt, dois 


’ -< $ LS x 
“Le rang de l'espace & est done ou c "est -à-dire le nombre, diminué 


de à des variables quaternioniennes. L’ espace euclidien correspon- 
dant est le lieu des formes définies ve aa Sia aah Le oan 


| Ju | oe : ane : eee 


- 
he 
ma 


"1 . 5 d : ne} , Ste eee 5 
ee 7 0 : a 


net à in ged lieu des formes 
a LS St: Ta , es sa . ae 
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On peut supposer, de plus, 


AiO PEAR ST: 1} 


La géodésique commence, pour $ = — ©, à la forme ££, et se ter- 


am 
mine à la forme £,£,. 


A9. Groupe de connexion du groupe des déplacements. — Le groupe 
continu d’isotropie est de la forme 82 (Cust) il correspond à k= 


K = 2; son groupe de connexion est donc cyclique d ordre 2. Si l’on 
part du groupe linéaire quaternionien, les transformations X engen- 
drent un groupe du type g, (Gi) pour lequel #= 2. Le groupe 


linéaire quaternionien unimodulaire est donc simplement connexe. 


50. Groupe miate d'isométrie. — Comme le groupe adjoint unitaire 
du type (C) est continu et que, pour le groupe g, l’entier # est égal 
à 1, le groupe d isométrie eres, de deux familles continues; \a 
symétrie par SRE à un point n’est pas un déplacement proprement 
dit. 


51. Le groupe adjoint mixte. — En revenant aux variables com- 
plexes primitives x,, on vérifie facilement que la corrélation u, = a; 
laisse invariant le sous-groupe g. Par suite, tout sous-groupe 9g” 
isomorphe de g pourra se déduire de g par une homographie (com- 
plexe), qui correspondra à une substitution linéaire à paramètres qua- 
ternioniens complexes, effectuée sur les variables £;. Le groupe £' lais- 
sera donc invariante une forme d’Hermite quaternionienne à coefficients 
complexes; ces coefficients seront, d'autre part, nécessairement ac 
quaternions réels, et la forme sera définie, sans quoi la structure de g 
dans le domaine réel ne serait pas la même que celle de g. On ik 
done que le groupe adjoint mixte laisse invariant l’ensemble des sous- 
groupes homologues de g dans le groupe adjoint continu. 

Le groupe adjoint nuxte est done identique au groupe mixte d’iso- 
métrie. 


ac 
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Espaces du type (ALY). 


52. ie géométrique. — En conservant les mêmes notations 
que dans les baeraphes précédents, on a, pour les transforma- 
tions X, 

re U(Xq Bite X Go); Dur 
(a, Re 2, PL 
quant aux transformations vy, ce sont les suivantes : SRE 


é ; * exe ie cee oa) Cates Rona 
LEE AD ae em Gal 
(See ; ce ; 
; | 8 = (A) x Bo 


Le groupe G est foriné des substitutions linéaires Ganpodlaites qui 


laissent invariante la forme d’ ‘Hermite indéfinie : 


= 


E=z die + BIBI — Lins Blas naan 


ou plutôt c’est le groupe adjoint de ce groupe. Le groupe engendré 
_ par les transformations X est celui qui laisse invariant le point 


_(o, CHARTE TER ya 


On p peut regarder & comme |’ espace projectif earpiece al mene 


sions, ou plutôt comme le lieu des points de cet espace transformés du 


Pa point (0; 0, 2,1), où enfin comme le lieu des points complexes ren- 
_ dant négative la forme F (points intérieursal’absolu F = 0).C’est l’espace 


… hermitien hyperbolique. L’ existence d’un ds? défini dans cet espace a été 
| démontrée pour la ee fois. pour l= 2 pe Ho Poincaré Gye 


sane Géodésiques. — L'espace & est ici de rang 1; sa courbure 


=f _ riemannienne est done toujours négative, sans pouvoir jamais s’an- 


_ nuler dans aucune direction plane: Toute géodésique est congruente 


3 : ala ue TE ate 


a= 0, beng Lt —= O, x ae shs, Li — chs. 


ee eg Sent ee 


ee 
Vale 
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Dans l’espace coter UE les géodésiques sont représentées fe 
par des fils (Normalketten de E. Study). La géodésique (x) part du a 
point (0, ..., 0, —1, 1) pour aboutir au pomt (0, +. 0, 7, Jey de 
24 l’absolu. : 


| 54. Groupe de connexion du groupe des déplacements. — Ici, le 
; | groupe de connexion.de g, (Ar) se réduit à l'opération identique. Par 
ae suite, le groupe de connexion cherché est cyclique d’ordre infini. 
Quant au groupe linéaire de la forme d’Hermite F, il a aussi un 
groupe de connexion oe d’ordre infini. <i 
Sf) oy | tn Sts Groupe’ mixte d’isométrie. — La présence du sous-groupe inva- 
riant à un paramètre g, montre que le groupe mixte d’isométrie se com- 
pose de deux J'amilles continues distinctes; la symétrie par rapport « aun 
point est un vrai déplacement. Les deux. familles d’ isometries sont les nee 
Romogrepnies et les eee " Fe a 
56. Groupe adjoint mixte. — Fe satiné qui jouent ici ile rôle 
des corrélations sont les antihomographies ; en Nes Fanti- — 


_homographie x, = x; laisse invariant le groupe g; par suite, tout 
groupe g' isomorphe de g s’en déduit par une RES il laisse 
donc invariant un point a ce point doit rendre la forme F négative, 
sans quoi la structure de 2’ ne serait pas la même que | celle de g Aico. 

Le groupe adjoint mixte est donc identique au groupe mixte d’iso- © 2-22 20 


Me | métrie. — ' RES ex's 54 
> x | r + ci 17% + hes > à as 
ae AS : ; Espaces du type (ALI). 2 JSF TRE ENS Du: 
à : ~ 57, Définition géométrique. — On a ici SRE 
“À | [ ' ane Ke n= 2pq, $= p?+ q*—1, | He d * | x +5 
4 : où p et g sont deux entiers supérieurs à 1 et de somme / +1. 2 

Les transformations X sont hie L- te 

4 , REX = 3 » rie a re ty 
2 6 s ‘ X op — Xgx, i(Xog+ Nex), tX ay (a, 8 1,2, 283 PS , ey 
a: Xip— Xu, U(XQu+ Xun); IXp + (à, PS phi... ERP) EEE ÿ a rr 
a / | 
à Ko 
i : Te: 
Te. pe ee 
an a ra 
= t er 
ea À 
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Les transformations : Y sont 


Ne) NS: i(X DORR ie 


On peut prendre pour groupe G le groupe linéaire unimodulaire 
d’une forme d’Hermite indéfinie à p carrés positifs et q carrés négatifs 


Bs yeti. : +X py — Tori Bose —,,.— Ele Chey: 

. Le ales g est celui qui laisse invariante la variété 
(2) et: ET Ne ge 
et, par suite, aussi la variété polaire par rapport à F 

Lp. = ae 

Les variétés planes transformées de (2) par le groupe G rendent 
la forme F définie négative. Réciproquement, toute variété plane à 
sn dimensions, jouissant de cette propriété, est invariante par un 


groupe isomorphe de g. On peut la définir analytiquement, et cela 
sans aucune exception, par p équations de la forme 


Dp Pig cae oxi Aig Os. 


PS May Op a. AR Oeg hia, 


8 es 9 No cea  ae Lp = Ap, Lpyy eee À Apg L445 


les coefficients complexes a;; étant. assujettis à la condition. que La 


forme d’Hermite 


a — — a ee -- 
| V+ Tp+i + Say CAT DD (An Tri + hu dt ) (Gig Byes Sr oa Aig tx) 


soit définie positive. Il est clair que cette condition ne cessera pas 
_ d’être remplie si l’on remplace les coefficients a;; par ta;;, avec un fac- 
teur ¢ réel compris entre zéro et un. Par suite, l’ensemble de variétés 


considérées est connexe. 
L'espace & est donc l’ espace des variétés planes à q —1 dimensions 


rendant la forme F défi nie négative. 


| ae LS — Supposons p > q. Toute transformation vY est 
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réductible à la forme 
€,(Xy, peat Xp+s,1) + de ( Xa, pre + Xpe,a) ee ap (X y tri + Xi, g }s 


où les coefficients 4; sont des quantités réelles arbitraires. En faisant 
varier ces coefficients, on obtient dans & une variété euclidienne E, 
issue de l’origine. Le rang de l'espace est donc q. Toute géodésique 
peut, par déplacement, être ramenée à passer par l’origine et à être 
dans une de ces variétés E,. Une telle géodésique sera le lieu des 
variétés planes 


xz, = tangha,s xp, 
2, = tangha,s Lp+2, 
RAR a | er 
My = tanghays L144, 
Day a oe ARE Os 


avec 
a} Hair, Paix. 


Si l’on suppose les a tous positifs, la géodésique partira, pour 
s= —o, du point représentatif de la variété plane 
Bp Dye, Spey Ly = Li Ly js = LHS 0; 
pour aboutir, pour s = + , au point représentatif de la variété plane 
Li = Lp+s; RTE Lq= Lits Cig SS oe Pt 


59. Le groupe (S). — Les paramètres angulaires d’une transfor- 
mation infinitésimale quelconque de G sont de la forme 


br UE TN SEE 


Pour les transformations Y, il existe 2qquantités Ÿ deux à deux égales 
et opposées, et p—q quantités Ÿ identiquement nulles. Par suite, les 
paramètres angulaires d’une transformation Y sont de la forme 


£29, toto, Loi, 


respectivement multiples d'ordres 1, 2 et p—q. 

Le groupe (S) est formé des substitutions les plus générales effec- 
tuées sur les lettres 9,, ..., 9, accompagnées d'un nombre quel- 
conque de changements de signes. Le domaine fondamental (D) de(S) 
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‘est, ee exemple, défini par 


SRE HEED Sey > eo. 


60. Groupe de connexion du groupe des déplacements. — On a ici 


| LR gs) > gi(Aga) X Ba 
Le groupe de connexion du ou Gr 
ne 8 (An) > g(r) 
est un groupe cyclique d’ordre égal En grand commun diviseur 
de pet de g. Le groupe de connexion cherché se décompose dans ce 


Le groupe linéaire de la forme F se comporte d'une manière ana- 
logue. | | | 


61. Reps mixte d oct — Le groupe Ave unitaire du 
Dee type (A) n’admet qu'une famille de transformations laissant invariant le 
groupe linéaire g,. . | 


continues distinctes. 
TASER, le Bose es ‘isométrie se compose de quatre familles continues 
‘distinctes. | 
: “4 _ Dans les deux cas, ie symétrie par rapport à un poe est un dépla- 
cement proprement dit. | 
Dans le cas particulier, p = q — 2, Mie & ‘est a huit dimen- 
_ sions: c ‘est le lieu des points PURINE as des droites 


x=az+bt, : 5 ee 
RL he a y=us+ b't, 


# 
4 


Weis 


rm de: l'espace eo complexe ? à trois dimensions, où les quatre 
4 coord nnées Fi ages Dit 14 sont Ree ete a satisfaire aux 


ia bad BD (ab! — ba!) er es, 


ad a 8 > 0 DSC 2 HD os Oy 


groupe cyclique d'ordre fini et dans un groupe cyclique d'ordre infini. 


Donc, st PED le prupe d’isométrie se compose de deus fants 


4oo E. CARTAN. 


L'une des transformations isométriques, qui ne sont pas des dépla- 
cements, consiste à échanger les deux coordonnées a’ et b. 


62. Groupe adjoint mixte. — Le mème raisonnement que pour le 
type (AIV) montre que tout sous-groupe g’ isomorphe de g laisse 
invariante une variété plane ag — 1 dimensions, et cette variété doit 
rendre la forme F définie, sans quoi il n’aurait pas, dans le domaine 
réel, la même structure que g. Sip — q, cette forme F pourrait être 
- rendue positive, mais Je groupe g” laisserait invariante la variété polaire 
de la première par rapport à F, laquelle rendrait encore F définie 
négative. 

Le groupe adjoint muxte est donc identique au groupe mixte d'iso- 
métrie. 


Espaces du type (BDIT). 


63. Ce sont les espaces à courbure constante négative. Le groupe 
des déplacements a un groupe de connexion cyclique d'ordre 2. Le 
groupe continu d’une forme quadratique indéfinie à un carré négatif a 
le même groupe de connexion. 

Le groupe d’isométrie est formé de deux familles continues 
distinctes. 

Le rang est égal à 1. 


Espaces du type (BDI). 
64. On a ici 


nm — PQ; 


SRE ee 


2 


s= PE HQE =) 


où p et g sont deux entiers quelconques supérieurs ou égaux à 
2(p+q>4). 

On peut prendre pour groupe G le groupe de la forme quadratique 
réelle indéfinie | 


ne nt MSA F0 DRE EC 2 
F=zxi+xi+...+a D ee + Lig. 


Il est du type (B) ou du type (D), suivant que p + q est impair ou pair. 
Les transformations X sont 


TaPB— LXBPas )Pu— LpPr 
(a, Bu, seey Ps À,p=p +1, ..,P+9); 


fm gd 
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les transformations £Y sont 


LISA casi La Prt Pa 


. "espace & est Is espace représentatif Ogee variétés planes homologues 
de la variété à àg—1 dimensions | 


a 


: Th Dr ae - B= Ly... = My = 0. 


dé nontre, © comme ee le cas du type (ANT), qu’elles constituent 
ensemble connexe des variétés planes à àg—1 pre ee rendant la 
rme F définie ere | 


“fo 


: ae ae of, . oa alae of 
Va der ai Oa,’ > + Lg "Open +a OS 7 


e est d one | La variété euclidienne correspondante | 
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Le groupe (S) est le même que pour les groupes simples du type (B) 
de rang g. Le domaine fondamental (D) est, par exemple, 
> 92>...> > 0. 


Si p et gsont de mème parité, le groupe G est du type (D), et ses para- 
mètres angulaires sont de la forme 


+ WE; Der 2... PEL). 


4 


Pour une transformation Y, il ne reste que g paramètres Ÿ différents 
de zéro. Par suite, les paramétres angulaires de Y sont de la forme 


+ OG; (ESF as PER 
si p = q, et de la forme 


+o, toto; (OS D'ETAT UE 


les premiers multiples d'ordre IT, si p > q. 


Le groupe (S) est, pour p = g, le mème que pour un groupe simple 
du type(D)derang q; pour p > q, le même que pour un groupe simple 
du type (B) de rang g. Le domaine (D) est, dans les deux cas, réductible 


à la forme . 
Gi a>. td D > 04 


66. Géodésiques. — Toute géodésique est congruente au lieu des 
variétés planes 
x — tangh(a,s) Lvs 
Hq «= tangh(a,s)xp+,, 
Lo+-j S++ SMSO, 


les g constantes a,, ..., a, satisfaisant à la relation 


‘ : Oye Et eee 
et aux inégalités 


Elle est située dans la variété E, représentée par les équations (4); 
l'absolu, dans cette variété, est défini analytiquement en égalant un 


ae 


a EL dù 
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ee certain nombre des paramètres À à 1 ou à —1. Par exem;le, pour 
_  .p=g=2, l'absolu peut être représenté par le périmètre d’un carré. 
Les géodésiques passant par le point origine vont, en général, d'un som- 
met du carré au sommet opposé: il ya exception pour ce géodésiques 
a particulières parallèles aux côtés du carré. On voit que là encore 
x les géodésiques issues d’un point donné n aboutissent pas à n'importe 
quel point Ee ar, de l'absolu. 


fe 


+ ED Groupe fF connexion du groupe des déplacements. — Le groupe g 
résulte de la multiplication du groupe orthogonal g, à p variables par 
le grou pe orthogonal g. aq variables. 


g É DR 2, p 2, g admet un sous-groupe invariant 8» à un para- 
cm mètre, et le groupe te connexion de g, est cyclique d’ordre 2. Par 
Ss suite, le groupe de connexion se décompose en un groupe cyclique 
_ d'ordre 2 et un groupe cyclique d'ordre infint. 


Si p et g sont tous les deux plus grands que 2, ona: 
peta He 
PES re Tentes 
p impair et g pair, | 
; | : : CT, RE = Ka, 7: NT 
ES p et gq pairs, : 


hypo, Ky =Ki—4. 


ee | D’après la règle établie n° 32, on voit que le groupe de connexion est 
eee d'ordres P et q ne sont pas tous les deus pairs, a’ Bae 8 s'uls sont tous 
D 0 0 Les deux pairs. 

…_ Si Von considère maintenant le groupe linéaire continu de e forme 
quadratique F, l’ordre de son groupe de connexion est égal à l’ordre 
précédent, divisé par le plus grand commun diviseur de #, et de #,. 
Par suite, le groupe linéaire de la forme quadratique indéfinie a un 
groupe de connexion d'ordre 4 st les entiers p et q sont tous les deux 
pre Cae 


68. Groupe miate d'isométrie. — lly aa fica guee suivant la cane 
des entiers p et q.- re if 

Si p et g sont impairs, gs se Hamid en deux sous-groupes 
linéaires de la forme g g:(B), pour lesquels le groupe adjoint unitaire 


Cadet ee ee ee A he ee À: PUR ry ey yee ee 
AS eal ng TN EUX Bet ngs L ; 
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est continu. Comme #,— ky =1, la symétrie ne fait pas partie du 


groupe continu d'isotropie. Si p—g, les deux sous-groupes com- 
posants sont semblables. Par suite, le groupe d” isométrie se compose de — 
deux familles continues distinctes si p = q, de quatre familles continues 


distinctes si p = q. La symétrie par he at à un point n'est pas un eid a 
cement. 

Si p est impair et g pair, g se décompose en deux sous-groupes 
linéaires de la forme g,(B) et g,(D},etl’ona k, =1, #, = 2. Comme 
le groupe adjoint Ha du type (D) admet deux familles distinctes 


laissant invariant le groupe g,, on arrive au résultat suivant : Le groupe 


d’isométrie se compose de deux familles continues distinctes. La syne Le 
par rapport à un point est un déplacement. 

Si pet g sont tous les deux pairs, g se Ae: en deux sous- 
groupes linéaires du type g,(D) avec k, =k, = 2. Le groupe d'iso- 
métrie se compose donc de quatre familles continues distinctes st p <q, 
de huit familles St payee La symetrie par. yeppor à un point est un 
déplacement. ; 

_ Le cas où l’un des entiers p et q serait égal : à 2 échappe au raison- 


nement précédent parce que le sous-groupe linéaire correspondant 


serait à un seul paramètre, mais les résultats subsistent. 
Il en est de même si l’un des entiers p ou g était égal à 4 : le groupe 


linéaire correspondant (groupe orthogonal à quatre variables) serait 
semi-simple et non simple, mais les rente ne seraient pas changés. | 


H n’y a qu'un cas où les résultats sont en défaut, c’est celui où les 
deux entiers p et q sont égaux à 4. Le groupe g se décompose alors en 


quatre sous-groupes linéaires simples du type g,(A,). A chaque per- — 
mutation entre ces sous-groupes correspond une famille distincte de 


transformations du groupe d’isotropie. Par suite, le groupe d’isométrie 


de l’espace &, correspondant à une forme quadratique à quatre carrés 
positifs et quatre carrés négatifs, se compose de 24 familles continues 


distinctes ; la symétrie par rapport à un point est un déplacement. 

Bien que le cas p = q = 2 ne rentre pas dans le problème étudié (le 
groupe G n'étant pas simple), les résultats indiqués sont tout de même 
exacts. On a alors l’espace & à quatre dimensions des droites réelles 
tout entières intérieures à l’hyperboloïde à une nappe 


| e+ y?—st—1>0 


aia 


—— 


Tare. 


6 
ni ES 
is Hide 


à 
“ 


y 7 
mt Ai 


Nr 


à * a 
“ser - ee 


A 


RT A ee Te RS Se D ey 


forme quadratique 
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de l’espace ordinaire. On obtient quatre familles du groupe isomé- 
trique en partant des déplacements proprement dits (qui proviennent 
d’une transformation homographique du groupe projectif continu de 


l’hyperboloïde) et en les combinant avec une symétrie par rapport au 


plan des wz, par rapport au plan des ay et par rapport à l’axe des y. 
Les quatre autres familles d’isométries s'obtiennent en combinant les 
précédentes avec la transformation qui fait passer de la droite 


e=as+a’, à: y=bz+ b' 
à la droite 
£ æ— az + b, y=a'z+ b", 

69. Groupe adjoint mixte. — Dans le domaine complexe, le groupe 
adjoint du type (B) est continu, tandis que celui du type (D) contient(au 
moins si />> 4) deux familles distinctes. Si l’on prend le groupe d’une 
forme quadratique comme représentant du type considéré, tous les 
sous-groupes isomorphes d'un groupe donné s’en déduisent en effec- 
tuant sur les variables une substitution linéaire laissant la forme 
invariante. On déduit immédiatement de là, par le même raison- 
nement que celui qui a été utilisé dans le cas du type (AIT), que tout 
sous-groupe g’ isomorphe de g est homologue de g dans le groupe 
adjoint continu. | | 

Le groupe adjoint mixte est donc identique au groupe nuxte d’iso- 
métrie. | 

Nous traiterons plus loin (n° 76) le cas /= 4: 


Espaces du type (DIL). 
-70. On aici 
n=Il(l—1), Nisan 


Le groupe G est le groupe linéaire qui laisse invariantes à la fois la 


F= 2, 22 + 30, +... + Hy Lal . 


_et la forme d’Hermite indéfinie 


@ = @,0,— Un La + Ds Ot ee Lily + raisers Lyf] Lai LLL 
14) REA D) 
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En désignant par & un indice impair, par « l'indice pair qui le suit 
immédiatement, on obtient pour les transformations X les expressions 


U( Ly Po— LHy'Pa' à}: 
LaPB— TBPa + Za/PB— Lp Pa’ 
E(TaP8 + ©ppa— Lapp — Tp'Pa'); 


quant aux transformations 2 Y, ce sont les suivantes : 


LaP8 — LBPa'— La’ PB + £8 Pz, 
(La pp — LBPa + Lo pg— LB 'Pa)- 


Le sous-groupe engendré par les À laisse invariante la variété plane 
génératrice de l'absolu F = o : 


(5) CS Li = ee Pak 0) 


elle rend la forme d’Hermite ® définie négative; il laisse aussi inva- 
riante la variété polaire par rapport à ® 


Ly X=... = X= 0, 


qui rend ® définie positive. 

Réciproquement, toute variété plane à 7—1 dimensions généra- 
trice de l'absolu et rendant ® définie négative peut être, sans excep- 
tion, définie analytiquement par les équations 


Ti oa * Mis LEE oe. Ay Loi, 
By Sy he Kw Hh. gt LI; 


Di elia ge 6 Wate ssa Saw me ey ete TT Cree 


Loti = al, We + Ag Lit... + * 


où les coefficients complexes a;; sont symétriques gauches et sont 
assujettis à la condition que la forme d’Hermite 


Wy Ly 0, Eye + œuœu— > (Qi La Gig Ly ++ A X91) (Ay Lye. + Ay Ka) 
soit définie positive. 


Toutes ces variétés forment évidemment un ensemble connexe, pour 


la raison déjà invoquée plusieurs fois. L'espace & est donc l’espace des 
vartétés planes génératrices de l'absolu et rendant ® définie négative. 
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71. Les variétés RAR E, et le groupe (S). — Le rang à de 


ae es af : [— : Ae 
Vespace est égal a > (/ pair) ou as (2 impair); on peut prendre pour 


 Sous-groupe y; celui qui est engendré par les transformations 


a, (2, Pi BsPa— Laps Ly P ) + (aps — ra Bar BPs ae 
Les J quantités ¥; qui entrent dans les expressions g générales 
tbh 


des paramètres angulaires d'une transformation infinitésimale arbi- 
traire de G sont deux à deux égales si la transformation est Y, la der- 


nière étant nulle pour limpair. is paramètres angulaires d’une trans 
formation Y sont donc: 


1° Pour / pair, de la forme 


= . 5 : : ? } 1 d 
ORO NCE eaten ee vay =)» 


les premiers simples, les derniers multiples d ordre De 


2° Pour /impair, de la forme “ig 
4 Ane BEN 
et SD tot gy Cea 


respectivement multiples d’ ordre 1,2 et4. 


Le groupe (S$) est le même que ie les cas RECOM i 
domaine (D) est défini, par exemple, par les inégalités 


“> Ore 0), = 0. 


Of: aura une variété euclidienne E, en pean é lieu des variétés 
AS 


tye Age eyes A, 

T5 A, Ly, Tr — Az Le, 

Beet SG CC IN: Ss n 
ave < Aer wv SON ds? est | | 

dA? day. das 

So A ind BF anaes Cas ae 


er 
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Toute géodésique est congruente au lieu des variétés planes 


x, = tangh(as)x,, #,= — tangh(a,s)22, 


25 tangh (ds) 2g, Li —=— tangh(a:s)æ,, 


72. Groupe de connexion du groupe des déplacements. — On a ici 
§ = (Ars) X Br. 


Le groupe de connexion de g,(A,,) est eyelique d’ordre 2 si i Zest 
impair; il se réduita l'opération identique si /est pair. Par suite (n° 33), 

le groupe de connexion cherché est cyclique d'ordre infini pour l pair, il 
se décompose en un groupe cyclique d'ordre 2 et un Groupe cyclique 
d'ordre infini si l'est impair. | 


73. Groupe mixte d’isométrie. — La seconde famille de transfor- 
mations du groupe adjoint unitaire du type (A) ne laisse pas invariant 


le groupe linéaire g,, du moins si/> 4. Par suite, le groupe continu — 


d’isométrie se compose de deux familles continues distinctes. Le résultat 


est encore vrai st l=4. La symétrie par rapport à 
déplacement. 


74. Le groupe adjoint mixte. — Tout sous-groupe g’ isomorphe de g 
laissera invariante une variété plane à / — 1 dimensions génératrice de 
l'absolu; pour que la structure de g’ soit, au point de vue réel, la 


mème que celle de g, il faut et il suffit que cette variété plane rende la 
forme ® définie; alors cette variété, ou du moins sa FOURS par rapport 
a ®, rendra ® définie négative. Tous les sous-groupes g ‘sont donc 


homologues de g dans le groupe adjoint continu. ni 
Le groupe sali mixte est donc identique au groupe mixte a’ iso- 


métrie. 
Le cas = 4 est réservé. * 
75. Autre défi nition géométrique de : espace &. — On peut donner 
de l’espace & une autre définition géométrique. Remarquons, en effet, 
que la forme d’Hermite ® établit une relation involutive entre les 
variétés planes à 7—1 dimensions génératrices de l’absolu, ces 


un point est un vrai 


. 


pass 


] 


oe 


inet ut Wo 


wrth vied 
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variétés étant deux à deux polaires par rapport à ®. Tout couple de 
variétés planes génératrices définit, d’autre part, une congruence de 
Clifford, formée des droites qui rencontrent ces deux variétés. Ces 
droites sont les trajectoires de la translation infinitésimale définie par 
celle des transformations de g qui est échangeable avec toutes les 
autres. On pourrait done substituer, comme ac générateur de 
l’espace &, aux variétés planes JUS ROS de (5), ie pouemlencce 
de Clifford correspondantes. 


_Le groupe Free mixte des groupes du type (D) de rang 4. 


76. Dans is cas du type (D) de rang 4, le groupe lou mixte admet, 
dans le domaine complexe, six familles distinctes. Le groupe représen- 
tant étant le groupe linéaire d’une forme quadratique F à huit variables, 
tout sous-groupe g' isomorphe de g se déduira de g, soit par une sub- 
stitution linéaire sur les variables, laissant invariante la forme F (cas 


déjà examiné), soit par une opération changeant chaque droite de 


l’espace projectif complexe à sept dimensions dans l'ensemble de deux 


variétés planes à trois dimensions tout entières situées sur l'absalu 
-. F—o et n'ayant aucun point commun. 


Analytiquement, les paramètres angulaires (complexes) d'une trans- 
Pro infinitésimale de G sont de la forme ~ 


ae eis Pj; 


l'opération considérée du groupe adjoint mixte transforme l’ensemble 
des huit quantités + 9; dans l’un des ensembles 


= (Æ PE Pa PE) 


où le nombre des signes — est, soït-pair, soit impair. Or, pour chacun 


des groupes réels non unitaires, l’ensemble des quantités Æ 9; est 
réel ; la question à examiner ne se posera donc a si chacun des deux 


autres ensembles est aussi réel. 
Pour le type (DIT) et pour le type (DI) correspondant : DD Dr q =, 


il existe dans G des transformations infinitésimales pour lesquelles un 


nombre impair de quantités 9,, 92, ®:, +, sont réelles, les autres 
‘Ann. Ec. Norm., (3), XLIV. — DÉCEMBRE 1927. AS D2 
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étant purement imaginaires. Supposons, par exemple, 9,, Yo, 9, réelles, 


9, purement imaginaire. La quantité imaginaire conjuguée de 
I 
gM Pat Pat Fi), 

à savoir 


I 
= (Qi + pat Pa Qu); 


n'appartient pas alors au même ensemble de huit quantités, qui 
devrait être réel. Il n’y a donc pas lieu d’examiner les deux cas en - 
question. 
Restent le cas du type (DI) pour p=6, g— 2, ou pour p=4, q = 4, 
et le cas du type (DIIT). | 
Dans le cas du type (DI) pour p = 6, g= 2, Gest le groupe de la 
forme quadratique 


PSej4+e3+ £34 #24 xi+ai— x — x, 
et g laisse invariante la droite 
Dir DE ty D 0 


Si le groupe g” laissait invariantes deux variétés planes à trois dimen- 
sions génératrices de l'absolu F = o et n’ayant aucun point commun, 
ces deux variétés devraient être imaginaires conjuguées, sans quoi g” 
laisserait quatre variétés invariantes. Soient 


NA) 2S 3S oO 
les équations de la première variété, 


==) = = Le] 


celles de la seconde. La forme F est évidemment une forme d’Hermite 
aux quatre variables complexes y,,72, 73, ya, et cette forme d’Hermite — 
est indéfinie et réductible, par une substitution linéaire convenable, à 


PI + aa + as Ia 
Par conséquent, la première variété est réductible à 


Ly + (y= b+ ie, = tr; +it =; + ia, =O. 
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Bree nar to 
LETTRES É if Bs Pa + ps eet a By De, 


ee tandis que toutes celles de g sont purement imaginaires. 


est celui de la forme quadratique 


ee 
_- _ et g laisse invariante la variété plane 


RES | LE : oh: DR Pa DO 
On démontre facilement qu’une des opérations considérées du groupe 
adjoint mixte (dans le domaine complexe) transforme le sous-groupe g 
en un autre qui laisse également invariantes deux variétés planes à 
trois dimensions polaires l’une de l’autre par rapport à l'absolu et sans 
point commun; par conséquent, l'effet de cette opération est le même 
que si l’on avait effectué une substitution linéaire sur les variables. 


_ forme quadratique | 
Pt Lo Hy Ky Ly Ly + rs). 


TSF et la forme d’ Hermite 
see @=2,2,— 27,4. ty, PT; 
le sous: -groupe g laisse invariantes les deux variétés planes 


a ere iv VA Ly == 1,= 0, 


MERE Ly TE 0, 


… génératrices de I’ ou Une des opérations considérées changera g 
dans le sous-groupe g” laissant invariante une certaine droite com- 
_ plexe; il laissera donc également invariantes les deux variétés planes 
àcinq dimensions polaires de la droite par rapport à F et par io 
a D; il faut donc que ces deux variétés soient confondues, sans quoi g” 


de transformations infinitésimales voulues. On démontre alors faci- 


Mais cela est impossible, car l’une des transformations de g' serait, 


ee se les racines see de cette transformation sont réelles, 


_ Prenons maintenant le as du type (DI) pour p= q = 4. Le groupe G | 


Reste enfin le cas du type (DIII). Le groupe G laisse invariante la 


… laisserait invariantes deux droites distinctes et n'aurait pas le nombre 
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lement que les équations de la droite sont réductibles à la forme 


= ax,+ bars, ~ 2,=— 0, 2\+ 4,22, 
Be mt 1 nL XL, — bya, + A3, 
Li a, 2,+ b; 22, Ly — 6,2, + A3. 


Remarquons que nous avons bien le nombre voulu /(/—1)=12 de 
paramètres réels. Mais là encore on peut trouver des transformations 
infinitésimales de 2’ admettant des racines caractéristiques réelles. 
Par suite, il est impossible que le groupe adjoint mixte de la forme 
réelle considérée contienne des opérations telles que celles que nous 
ayons envisagées. 

La conclusion est donc, dans tous les cas, que le groupe adjoint 
muxte se confond avec le groupe mixte d'isométrie. 


Espaces du type (CI). 


77. Définition géométrique. — On a ici 
n=l(l+1), = 


Le groupe G est le groupe d’un complexe linéaire réel dans l’espace 
à 2/— 1 dimensions, ou encore le groupe linéaire de la forme quadra- 
tique extérieure réelle 


F = [27,2,)+ [232,])+...+ [aux]. 


Désignons par « un indice impair, par «’ l'indice pair qui le suit 
immédiatement. Les transformations X sont les suivantes : 


By Px! —Ly'Pa, 
LaPB — LBPa+ Lar Pp — Z8Par 
Ly PBI — TB Pa — Ly! PB LBP o's 


elles ne sont autres que les transformations de G qui laissenti invariante 
la forme quadratique définie positive 


OS 25+ 234+ 23+.,.+ 23). 
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Quant aux transformations 7Y, ce sont les suivantes : 


Hy Pay Ly Per, LuPa + Ly Pa, 
LaPB + LEPa — Lo'Per— LB Pa’ 
La PB + LRPa + La PB + LBP 


Si l’on cherche les points qui ont mème hyperplan polaire par rap- 
+ port au complexe F =o et par rapport à la quadrique © —o, on est 
ramené a résoudre les équations 


Li  1- PL, = 0, By (OL, 105 


T3 + pr, ==, Ty — PL; = 0, 
RS Re TE wbx ane > eer ee eeeeve > 
Las Se P Lai — QO, Lol — Pal 40); 


Le déterminant des coefficients des inconnues est (9?+1}. A la 
racine o =v de ce déterminant correspondent tous les points situés 
sur la variété plane à /— 1 dimensions _ | 


Li + Cho Ly Teese ees OBE fear a ey PY go 0, 


i 


qui est en même temps une variété du complexe et une variété plane. 
génératrice de la quadrique. A la racine o = —z correspond la variété 
plane imaginaire conjuguée. | 


= 


78. On peut remarquer que les droites réelles qui rencontrent ces 
deux variétés planes forment une congruence; ce sont les trajectoires 
d’une certaine translation infinitésimale dans l’espace elliptique dont 
l'absolu serait la quadrique D =o. Cette translation infinitésimale a, 

du reste, pour symbole et vais 


Li Pa — Lop, + Ly p,— LX, Pz. +++ Pat Pal = Lat Pris 5 


c'est celle des transformations X qui est échangeable avec toutes les 
autres. Pe 

On peut encore remarquer qu'à tout point réel (a), on peut faire 
correspondre un point réel (y) tel que "hyperplan polaire de (a) par 
rapport a F soit confondu avec l’hyperplan polaire de (y) par rapport 
à la quadrique; cette correspondance est involutive, et la droite qui 
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joint les deux points appartient à la congruence dont il vient d'être 


question. 
Soit alors S la matrice symétrique unimodulaire d’une forme 


quadratique définie positive transformée de ® par le groupe G. 


Désignons par H la matrice symétrique gauche des coefficients a; 


de F(as = — 49, = G3, =... = 1). L’6galité en matrices 


S(z)=H(7) 


devra entrainer 
S(}Y = pHi), 


e étant un scalaire convenablement choisi; on en déduit 
HS 

d'où, par la considération des déterminants, el 1, et par suite, par 

raison de continuité, 9 = — 1. 


Réciproquement, considérons une matrice Sr positive S 
satisfaisant à la condition 


(6) SHS — H 
soient À et 4 deux nombres positifs. On a, par un calcul facile, 
(7) (AS +p) H(AS +p) = (2 + p*)H + Ap(SH + HS). 
Considérons alors la matrice 

S’= (AS + p) (pS +A)IZ (US +A) (AS + 2); 


elle est symétrique et positive, car ses racines caractéristiques 7, se 
déduisent de celles 7; de S par la transformation homographique 


Ane, 
~~ rit A? 


elles sont donc toutes positives. On déduit alors facilement de I’ éga- 
lité (7), où le second membre est symétrique en À et p, la agaben 


S'HS =: 


il en résulte, en particulier, que le déterminant de S’ est egal iat, 
et comme il est évidemment positif, il est égal a r. 


# 


S 
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Prenons maintenant 


t variant de zéro à un; nous aurons une suite continue de matrices S’ 

| satisfaisant aux ns indiquées, cette suite allant de la matrice 1 
pour { — o à la matrice S pour Ia suite, l’ensemble des matrices SE 
est connexe. 

L'espace & est donc l' espace de matrices symétriques unimodulaires 

positives $ Satis faisant à la relation 


D PI 1 SHS, 


A chaque nib de I’ espace re ae aussi, dans |’ espace pro-. 
jectif à 27 — 1 dimensions, une congruence de droites trajectoires d’une 
translation infinitésimale dene eupans cayleyen elliptique dont l'absolu — 
est défini par la matrice symétrique positive S. C’est aussi une trans- — 
formation infinitésimale du SRE G. 


79. Les ‘parietds. suclidisanes ae ae groupe (S). — sre rang de 
© alee Sest égal à /; on a, par exemple, un sous- Ne yen Lire 
nant les transformations infinitésimales 

pa alk 


es calaPs— 2a 


‘avec l toetñctenits Fed wy: te varisté E, est le Br du matrices dia. 
pans Hu les éléments DM te Ar 


à 


CT 1 a ‘ ee PRE Mei ote ; AT 
aie Song The se Se A, Dr à A Tors 
Are ee Fae Ac da + i ‘ al—1) i eae ‘ 
A; éta Is et pont Le ds? de cette variété est 
i gee dep AM dA 
AB et eis — LE ee ge ee = 
SES Soke ds AM. A SAGE 


2 ra mi tres ie aides d’une beton Y sont évidemment 
nême se ace i ae une nt arbiter de G, a 


{ - x 
" SE ceee, > » y >. : ri A \ L " 4 
hare fa . » F * Ci À É « PE | 

Pre M ee a3 En. © FA re 4 ‘ - 5 acs 4 « ‘ Es ‘ 

Las , . as Oh fe Rift “M À PL; é . s + à 

A+ at LE MT de a" 7: à PET + Ch a Re Je 
». see, 3 xs } b =, he J = he © , + * 

bP eh ce om y " fe NL ME Po Pr RyRy ce dir à nr 

eh i . Le dé [+ le ue 2 a rf rs p a " ~ © 


ree cad 


. 
a 
a 
h 
ent. 


fi 
x A 
“ae 


be: 4 


Our 


à Le Ca) 


‘A 


ER a eed 


ae 


Robes 
i. 


rer as eis ae 


hy Say Seto fey 


>. 


a Saal 


of Eee NUE ce tae ae 
oe NU rr 00 
# rie PET kena 


co - 
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savoir: © Ea ce | x Sr Dae, 
3 S RIRE GE ey (2, J Sa Ry el Be 1 
et le groupe (S) est le même que précédemment. SERGE | 
On aura dans la variété E; une SÉRIE passant par l origine, en. 
prenant Wipes or ¢ 
Ag= etes (a+ a+... ah) A Ur 3 i TN 
- 80. Groupe de connexion du groupe des deplocanents — Le sou S- 
- groupe gest du type gi (Ari) x g,. Le groupe de connexion de A PA 
est eyclique d'ordre 2 sil est pairs il se réduit à l’opération identique — 
si J est impair. Par suite, le groupe. de connexion cherché est cyclique — 
_ d'ordre infini si l'est impair; ui se décompose en un groupe crue 
d'ordre 2 et un groupe cyclique d’ ordre infini si l'est pair. | 
Le groupe linéaire d’une forme quadratique extérieure réelle admet 
poe un Groupes de connexion ons d'ordre infini. 


81. Groupe mixte d’ isométrie. — ia: seconde famille continue due 
groupe adjoint unitaire du type (A) ne laisse pas invariant le groupe g* ; 
par suite, le-groupe d’isométrie de l° espace &se compose de deux familles | 
continues distinctes; la eue Pee rapport à un point est un vrai dépla- 

ecment. + se 


+ 82. Groupe adjoint mixte. — Dans te domaine complexe, le groupe 
adjoint du tyne (C) est continu. Par suite, tout sous-groupe g’ isomorphe 
de g pourra s’en déduire par une substitution linéaire conservant Fa 
br F. Il laissera done invariante une forme quadratique ® qui sera 
nécessairement réelle définie positive et qui jouira de la propriété que | 
_les points ayant même hyperplan polaire par rapport au complexe hat 
et à la quadrique ®, forment deux variétés elms appartenant a la fois | 
au complexe et à la quadrique. Le groupe g’ est donc homologue de g. 
dans le groupe adjoint continu, et le groupe adjoint mixte est identique 
au din ot Mixte d’isométrie. ek | 


PRE El Espaces du type (CIl). ta | is a 
83. Ona ick’: ire A SE Cow! late TOR 
n=4pq,  s=pl(ap+i)+q(2q “rat FS 
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la somme p cS q donne le rang / du groupe G. Ce groupe peut être 
regardé comme le groupe Hi à 20 variables complexes laissant’ 
invariantes à la fois la forme quadratique extérieure 


P= (a,2,|+ [ae]... [tea: Hat] 
et la forme d’Hermite indéfinie 


me 7 D=rr+at,+...+ Pap Pay — Ce Papa LI rural). 


+ 


_invariantes la variété plane | 


te LES a} ON 


L' espace & meu ètre regardé par exemple comme le lieu des. Re 
| transformées de la première par les opérations du groupe G. Les equer 
tions a une telle variété sont de la forme a ; 


- 


oe thi Papi tes 2h Gag an 


- aod ~ : n° \ CR Aap, 1 Papa js F5 ST Se che 


Les ROME aij ne sont as Rs en elfet la variété con- 
; _ sidérée doit avoir même variété polaire par rapport à la forme 
d'Hermite et par rapport à Ja forme Gi RUES extérieure. Il en 


résulte les relations | ay ie 


n 4 
LA 


a Sid a == ae De MS By ene APS & 1,2%.) 29), 
où a nak L d'une part, a 66 (4 at autre part, désignent des entiers dont 
de un por et l’autreest le nombre pair le suivant oe ements 


aaah Le s sous- -groupe g “est ici formé des transformations ae G qui laissent 


_et aussi la variété polaire de la précédente par rapport au complexe, 


CARE 


din SRE 


à 
Fi 


CT aah ~~ 
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forme d’Hermite 


Bap Gut pee Sf vee xyty—>, (dis Vapgy Hos. Aieghat) Cas os mains + + Greg dat) 
soit définie positive. 

Il résulte de là, par un raisonnement déjà fait, que l’espace & est 
l'espace des variétés planes à 2q — 1 dimensions qui ont même polaire par 
rapport à la forme d’Hermite ® et à la forme F, et qui de plus rendent la 
forme ® définie négative. Toutes ces variétés forment un ensemble 
connexe. 


84. Les variétés euclidiennes E, et le groupe (S). — Si l'on a pZg, le 
rang de l'espace 6 est égal à g, et l’on aura un sous-groupe y, en partant 
des transformations infinitésimales 


Dex 
OX ap + 99, OL sp + sa 


= of à of 0 
ba ne (ex. we È see Ta Pap + 2%— 1 at + Lap +oe jo th 
Ce LE | 


où les a, sont des coefficients réels arbitraires. La variété E, corres- 
pondante est le lieu des variétés planes 


Log—1 = Ay Topran (A=, 9), 
(8) Roy i A Lop+20—1 (a— 1 sey q); 
| Tag a Lap 0; 
les paramètres réels A, étant compris entre — 1 et + 1. Le ds? deE, est 
égal à 
dA? aA? 
ass , + Le 
RO TS PE En 


Les / quantités 4; qui entrent dans les expressions générales 
ce 20, as Wt d; 


des paramètres angulaires d'une transformation de G sont, pour. une 
transformation Y, de la forme 


Dis 9), Qa, D; GR: Ds On, OO, ey ie 


eT PO AD PETRA Tan ees ee eS eae Se eee à 


* 
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Les paramètres angulaires de Y sont donc 
+ 29%. Loto, = 9; (RES an Ae 


respectivement multiples d'ordres 3, 4 et 2p — 2q. 
Le groupe (S) est toujours dela même forme, et son domaine fonda- 
mental (D) est, par exemple, 


Qi > PI>..:>97>0. 


On aura une géodésique en prenant, dans les formules (8), 
i Ag= tangh(a,s), 
avec J 
CAE ER Sn en aren 


85. Groupe de connexion du groupe des déplacements. — On a ici 


g= 8(Cp) * 8&i( Cr) 
avec 
Kite Ke Ke 


Le groupe de connexion cherché est donc cyclique d'ordre 2. Le 
groupe linéaire G, qui a servi de base à la représentation géome- 
trique, est EX connexe. 


86. Groupe mixte d’isométrie. — Le groupe adjoint unitaire du 
type (C) étant continu, et les deux entiers /, et #, étant pairs, le groupe 
d'isométrie de l’espace est continu; la symétrie par rapport à un point | 


. est un vrai déplacement. Il y a exception si p =g, auquel cas le 
groupe d'isométrie contient deux familles distinctes, à 


87. Le groupe adjoint nuxte. — Tout sous-groupe g'isomorphe de g 
laissera invariante une variété plane à 29 — 1 dimensions; il laissera 


. done invariantes également la variété polaire par rapport à F et la 


variété polaire par rapport a; ces deux variétés devront être con- 
fondues, sans quoi g" laisserait invariantes deux variétés distinctes 


à 2q—1 dimensions, et il n'aurait pas le nombre voulu de transfor- 


mations infinitésimales. Enfin la variété doit rendre la forme ® définie, 
dé sorte que le groupe g’ est finalement homologue de g dans le 


groupe adjoint continu. ES 


ce 


Mie ee qui viennent d aires passés en revue: nous 
| pepe Lee mixte ER ro ARe, a ag 


Hate . ++ Les ee 


| et a une e forme d’ Hermite indéfinie Sete. 


À : dite. + yap ira re 
L “ é, ‘da 4 ois 


a f avec el 12 i ore Ee cu ; à Nue x Ex AY 


FRET ice groupe re homogeghign 
re SE at Guia de ies 


- Pour Se né ue forme quadr ie ré 


réductible à un même nombre i impair de carrés positi 
négatifs (type DI, pour p= = q impair); Re 
4° Pour le groupe linéaire d'une forme aie | 
| réductible à deux nombres différents, mais pairs tous 


or : carrés positifs et de carrés | négatifs (type DI, pour p # q 


Le groupe adjoint mixte se compose de huit fam 
tinctes pour le groupe linéaire dune forme quadratique 
finie réductible à un même nombre, pair et au moins sel à € 
carrés positifs et de carrés négatifs. meee 
Enfin le groupe adjoint mixte se compose de ai 
distinctes pourle groupe linéaire d’ une forme 


; finie réductible : à une somme dei carrés positifs 


rik ES el ns A 2 ; , . +. 
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89. Observons enfin que l'identité du groupe complet d’ isométrie 

avec le groupe adjoint mixte montre que toute géométrie de Klein, dont 
. le groupe fondamental est un groupe simple a non unitaire (del une 

des quatre grandes classes générales), peut étre rendue riemannienne, 

avec un ds? défini positif et une courbure riemannienne res 

par le transport parallèle. Il suffit pour cela de choisir convenablement 

l'élément générateur de l'espace, et ce choix n’est essentiellement pos- 
sible que d'une manière ('); tous les éléments générateurs pact un 
ensemble connexe, et même simplement connexe. 


Espaces des types exceptionnels. 


90. Nous allons nous borner à une simple énumération, en indi- 
quant pour chaque classe le nombre n de dimensions, l’ordre s et la 
nature du groupe d’isotropie, le rang / du groupe des déplacements, 

_le rang À de l’espace, la forme des paramètres angulaires des transfor- 
_mations Y, la nature du groupe de connexion du groupe adjoint, ainsi 
que le nombre de familles continues du groupe total d'isométrie. 


Espaces Be type (BT). — Ona _ 
n=h2, Mb; 1=6, R=, = st), Rene 


fee -parametres angulaires sont les mémes que pour une transfor- 
mation arbitraire . G. Le groupe de connexion est cyclique d’ordre 2. 

Le groupe d’isométrie est formé de deux familles distinctes; la symétrie 
par rapport à un point n’est pas un déplacement. 


Espaces du type (KIT). — On a 


por es $= 38, LEE, À, pee ga a, ), 
Ë | en Kn 2, Ky ==6; ae 2e 


Les paramètres angulaires sont de la forme % y 


291, sien Te +o,£9,+9;=9,, 


F respectivement multiples d’ ordres 1,2et7. 
ee ) Cela signifie qu’on ne neeande. pas comme distincts deux éléments générateurs 
“qui sont invariants par le même sous-groupe du groupe fondamental. 
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Le groupe de connexion est cyclique d'ordre 6. Le groupe d'iso- 
métrie se compose de deux familles distinctes; la symétrie par rapport 
à un point est un déplacement. 


Espaces du type (EH). — On a 
n== 33; $= 46, la=6; isa: > Gees (D) seen Rag: 


Les paramétres angulaires sont de la forme 


Hop, £29, Eo o., -+ 9, Lo», 


respectivement d’ordres 1, 1, 6, 6, 8, 8. 

Le groupe de connexion est cycliyue d’ordre infini. Le groupe d’iso- 
métrie se compose de deux familles continues distinctes; la symétrie 
par rapport à un point est un déplacement. 


Espaces du type (EIV). — On-a 
n = 926, s=.02, {=26, À=<5, este CFY, Ke k= 


Les paramètres angulaires sont de la forme 


pp;  (47=1,2,3), 
avec 
Pit Pat Ps 0, 
tous multiples d’ordre 8. 
Le groupe de connexion se réduit à l'opération identique. Le groupe 
d’isométrie est formé de deux familles distinctes; la symétrie par 
rapport à un point n’est pas un déplacement. 


Espaces du type (EV). — Ona 
h = "70; S05; T= 9; Ae, &=e,(A,); Resa, Rees: 


Les paramatres angulaires d’une transformation Y sont de la même 
forme que pour une transformation arbitraire de G. 

Le groupe de connexion est cyclique d'ordre 4. Le groupe d'iso- 
métrie se compose de deux familles distinctes; la symétrie par rapport 
à un point est un déplacement. 
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Espaces du type (EVI). — On a 


n= 64, s — 69, HE tt, g—81(D5;) x gi(A), 
Cea) 


Les paramétres angulaires ae de la méme forme que pour le 
type (KIL), mais avec des degrés de multiplicité différents (1,4, f au 


Neu de 1, 2, 1). 
Le groupe de connexion est non cyclique-d’ ordre 4. Le gouge 


d'isométrie est continu, 


Pies a type (REVIT). — Ona 
n= di; See NN TR À=3, C= OE.) ES k 3: 


Les paramètres angulaires sont de la forme 
= 291; Eat it spa ie ea 
multiples d'ordres 1 et 8. | 
Le groupe de connexion est cyclique d'ordre infini. Le groupe d'iso- 
métrie se compose de deux familles distinctes; la symétrie par rapport 
à un point est un ARnitie 


aS | Espaces du type (BEVIN). — On a 
| SENTE 3 Nos pus LES Spee (0), 
| | RER" | 


Les bi. angulaires sont les mêmes pour une transforma- 
tion Y que pour une transformation arbitraire du groupe. 
Le groupe de connexion est cyclique d’ordre 2. Le groupe d’isométrie 


est continu. 


Espaces du type cates -- ne a 


n=112, s— 136, ere EN” gi (Es) x & (As), Lis 
4 | heres x: i=, K,=K,=2. 


Les paramètres angulaires sont de la même forme que pour le 
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type (EIT), mais avec les degrés de multiplicité (1, 8, 1) au lieu 


dé (i, 2,1). 
Le groupe de connexion est cy clique d’ordre 2. Le groupe d’isome- 


trie est continu. 


Espaces du type (FI). — Ona 


eo AOE Soaks l'ENS &= La(Gs) X 8, (Ar), 


Les paramètres angulaires sont de la même forme pour une trans- 
formation Y que pour une autre transformation arbitraire. 

Le groupe de connexion est cyclique d'ordre 2. Le groupe d’isométrie 
est continu. 


Espaces du type (FEW). — On a 


nosso: S=330; ms figs SLT Seo a ee k= Kae 


Les paramètres angulaires sont 


20, at Oy 


multiples d’ordres 7 et 8. 
Le groupe des déplacements est simplement connexe, et le groupe 
d’isométrie est continu. 


Espaces du type (G). — On a 


fe ii FRA 1 | Fmt de SH STAY XGA 
ives hg as = ee 


Les paramètres angulaires d’une transformation Y sont de la même 
forme que pour une transformation arbitraire. Le groupe de connexion 
est d’ordre 2. Le groupe d'isométrie est continu. 
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ba 


CHAPITRE Il. 


LES ESPACES À COURBURE POSITIVE ATTACHÉS AUX GROUPES SIMPLES RÉELS NON UNITAIRES. 


Généralités. 


NT OT AU OT 


91. Reprenons une structure simple et la base 


ADS ne ies NE (ID CAS ve 


4 CAEN AS 


qui permet de passer à la forme réelle unitaire en donnant aux coeffi- 
cients u; et ©, de la transformation infinitésimale 


Su Xe a Pg, Ys 


des valeurs réelles, et à une forme réelle non unitaire en donnant 


4 -aux u; des valeurs réelles et aux ¢, des valeurs purement imaginaires. 
4 é Dans l’espace du groupe adjoint unitaire I, les points représentatifs 
= des matrices O = e* définissent une variété totalement géodésique &,, 
a qu'on peut regarder comme un espace de Riemann à ds? défini Reset 
1 Ë et à bre riemannienne positive ou nulle. 

a La plupart des problémes que nous nous sommes proposés sur 
i l’espace & à courbure négative se posent et se résolvent de la même 
; 3 façon pour l’espace &,. Il y a cependant des différences importantes. 
4 92. La première question à élucider est celle de savoirsi l’espace &, 


des matrices © a une métrique partout régulière. Remarquons d’abord 
qu’une matrice © admet n—A paramètres angulaires 9,, qui sont ceux 
de sa matrice infinitésimale génératrice Y. Ces paramètres ne sont pas 
définis en général d’une manière univoque. Dans l’espace à À dimen- 
sions des o.,, les points pour lesquels les 7 — À paramètres ©, sont 
ES. entiers forment un réseau (R), et deux points M et M’ homologues par 
a | rapport à ce réseau représentent deux matrices © et 0’ Are ou 

_tout au moins homologues entre elles dans le groupe g. 
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sates te Æ 


(=, 


NT 


| pe 


tance pourra se présenter forment, dans l’espace &,, des variétés — ae 
à n— 2 dimensions. Si done on fait varier ©, dans I’ espace Eu à 
du point origine, sans traverser ces variétés, où pourra HANQUESS 
faire à équation ES En RTE EU RS ME — | RS 


= sur une des variétés à éviter. cette matrice pourra être reg gardée ¢ comr 
la limite d’ une matrice variable 1 non située sur-cette variété et la ¢ -con-— 
| clusion subsiste. PR RTS PR RQ PEU ee 


| 1% matrices voisines de @, en remplaçant, dans l expression 


_ ment régulière. De plus toutes les formules établies pour les rotations aaa 
et les transvections de l’espace & Gs 'étendent à à l'espace Gy. La 
différence est que tout déplacement de I’ espace &, peut être de plusiet os 
manières décomposé en une rotation autour de l'origine et une trans- + 
_vection ayant pour base une géodésique passant par l'origin 6 
- tient à ce qu'il peut y avoir plusieurs géodésiques joignant l'origine à — po 
un point donné, une matrice @, pouvant avoir pus Bene: = ae 
ae tions LEA SE LDOALES ses ER Ge 
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variétés à r — 2 inhses au re de raison est ce même ë se : 
que celle qui a été donnée pour. les transformations infinitési males: Paes: 
singulièr ês (020) a ARRET TRS 47 CR NT RER 


4% 


Cela posé, soit. 0; ue matrice donnée. Nous pourrons. toujours | 


eu 


mettre la matrice CE 00° sous la forme ©’, du moins tant que nou 


ee 
_n’arriverons pas à une matrice 0’ pour laquelle un des paramètres : Has ? 
laires sera un entier non nul. Les points @ pour lesquels cette circons- css 


¥: eget 


parting ae 


pour une ru Se cabane el Fa ©. Si maintenant Le est wo 


2 


93. De là à résulte en particulier la conséquence qu ‘on aura à tou 
si 
0:0 


matrice © par une matrice infinitésimale arbitraire; sil’ ‘on pl e 


coordonnées, au voisinage du point 0, de &,, les ES FR 


matrice @ = e~"«%., la métrique de &, au voisinage de 0, sera évidem 


ES 


seule ay 


wee ae os Les 
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94. Le groupe des déplacent de espace & est le groupe 
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adjoint Pus et le groupe Wisométrie est formé des familles du groupe 
adjoint mixte qui transforment le sous-groupe g dans un sous-groupe 
homologue dans le groupe adjoint continu. Le groupe mixte d’iso- 
tropie est le même que dans le cas de I’ espace &, mais il n’est plus sûr 
que le groupe d'isométrie contienne autant de familles distinctes que 
le groupe mixte d’isotropie; cela n'est certain que si l’espace &, est 
simplement connexe. Du reste nous connaissons directement le nombre 
de familles distinctes du groupe adjoint mixte (n° 28); en général ce 
groupe est continu, sauf si le groupe G est de l’un des types (A), (D) 


ou (E) de rang 6, auquel cas il se compose de deux familles continues 


distinctes ; ches le cas particulier du type (D ) de rang 4, il se compose 
de six familles distinctes. 


Le polyédre (P). 


95. Considérons, dans l’espace à À dimensions des 9,, les hyper- 
plans (IL) obtenus en égalant à un entier arbitraire un des paramètres 
angulaires 9,. Ces age plea partagent Fea pace en une infinité de 
régions polyédrales convexes(P). Supposons qu’on parte d’un point M, 
déterminé intérieur à l’une de ces régions (P) et soit ©, une des 
matrices représentées par M,. Toute matrice © infiniment voisine de 6, 


_est représentéesans ambiguité par un point M et un seul infiniment voisin 
_- de M,. En effet, soit Y, la transformation infinitésimale représentée 


par M,; elle engendre la matrice finie @,, Comme aucun des paramètres 
angulaires de Y, n’est entier, la matrice © est engendrée par une trans- 
ton infinitésimale et une seule Y Se ney voisine de Y, (n° 16). 


Cette transformation Y, qui est générale, fait partie d’un sous- groupe y; 
bien déterminé infiniment voisin de celui auquel appartient Yo, et il 
| existe une rotation infiniment petite (transformation infinitésimale 
de g) bien déterminée amenant en coincidence le premier sous- 
groupe y, avec le second, de sorte que la transformation Y admet des 
paramètres angulaires infiniment voisins de ceux de Y, et déterminés 


sans ambiguïté. 
Il résulte de là que si, en partant du point 0, de l espace &,, on 


décrit dans cet espace un chemin continu ne rencontrant aucune 
matrice singulière, il lui correspondra, à l’intérieur du polyèdre (P), 


428 | E. CARTAN. LS LEE (38 TT 
un chemin continu déterminé sans ambiguité. Donc, en particulier, a 

fi | 
toute matrice @ non singulière admet au moins un point représentatif | 1 


à l’intérieur de (P); il en est de même, par un passage à la limite, de x 
toute matrice singulière, qui admettra au moins un point représentatif 
sur la frontière de (P). La matrice unitaire devra donc ètre repré- 
sentée aussi; par suite, l’un au moins des sommets de (P) appartient au — 
réseau (R). Tout polyèdre (P) peut done, par une translation laissant 

le réseau (R) invariant, être amené à avoir un de ses sommets à l'o ori- 
gine. 


"a 


z 96. Nous allons démontrer que le symétrique d’un polyédre (P)par ea 
rapport à une de ses hyperfaces est encore un des polyèdres (P). Soit pore 

en effet o,= n, l'équation de cette hyperface, 2, étant un entier diffé- coe 

à | rent de zéro. Soient M un point intérieur à (P) et © une des matrices — | 
| qu'il représente. La transformation infinitésimale correspondante i = 
(représentée également par M) appartient à un sous-groupe y; déter- | 

APRES RATE miné; soit Y, une des transformations de y; dont le point représentatif 7 . 
He: soit situé sur l'hyperface ©, = n,; la transformation ee ‘= Oe 
_sera de la forme Y,+ Y, où Y appartient a y. | . ag 
Soit maintenant U l’une des transformations infinitésimales de eat cts 
appartiennent au paramètre angulaire ©,; la transformation 9, Saas 


| 2 engendrée par Y, laisse invariante U, puisque le paramètre 9, de 0, ia 
74 ou 2" est un nombre entier. Réciproquement U laisse invariante 6,. Nous ss 
ae avons vu (n° 8) que l’une des transformations finies du sous-groupe ee 
Re MEET à engendré par U laissait invariant le sous- groupe y, les transforma- Pe 
tions de ce sous-groupe étant échangées entre elles par une symétrie = 
ns prise par rapport à l’hyperplan 9,= 0. Soient Y' et Y’ les transforma- ; 


tions qui proviennent de Y, et de Y par cette symétrie. La transforma- 
tion finie @' engendrée par Y, + Y' sera le produit des transformations aie 
engendrées par Y, et Y' (cela tient à ce quelestransformationsY,etYoo 
sont échangeables entre elles); or la transformation engendrée par Ye: 
est précisément la transformation finie @, invartante par U. Par suite on pe D 
peut prendre comme transformation génératrice de @ la transforma- 
tion infinitésimale Y, + Y’. Le point Y’se déduit du point Y par symé- © ee he 
4 trie par rapport à l’hyperplan 9, = 0; done le point Y, + Y’ se déduit 
ee es i du point Y,+ Y par symétrie par rapport al’ LR parallèle mené 
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par le point Y,, autrement dit par symétrie par rapport à l’hyperplan (II) 
considéré. + 

Deux points symétriques l’un de l’autre par rapport à (IL) étant sus- 
ceptibles de représenter deux matrices © et 0’ homologues, les hyper- 
faces qui limitent (P).se transformeront également en d autres hyper- 
plans (ID), lesquels linmteront un ‘polyedre (P’) symétrique de (P). 

Il est facile de voir que cette symétrie fait partie du groupe fini 
obtenu en combinant le groupe (S) des rotations et symétries autour 
de l’origine avec le groupe (T) des translations qui laissent le réseau(R) 
invariant. En effet si l’hyperface (IL) contient un des sommets O, du . 
réseau (R), la symétrie par rapport à (IT) se déduit de la symétrie par 
rapport à l’hyperplan parallèle (If, ) mené par l’origine en la transfor- 
mant par la translation qui amène O en O,. Si au contraire l’hyper- 
face (II) ne contient aucun des sommets du réseau (R), le polyedre (P) 
admetau moins un sommet QO, appartenant à (R) et non situé dans (ID; 
son symétrique par rapport à (II) est un autre sommet O° appartenant 
également a(R). La symétrie considérée peut alors s’obtenir en effec- 
tuant successivement la translation qui amène O, en O, puis la symétrie 
par rapport à (IL), enfin la translation qui amène O en O;. | 


97. L'ensemble des polyèdres (P) se conserve, d'après ce qui pré- 
cède, par symétrie prise par rapport à l’une quelconque des hyper- 
faces de l’un quelconque de ces polyèdres. Ce sont donc les domaines 
fondamentaux d'un certain groupe fini de déplacements et de symétries, 
admettant pour opérations génératrices les symétries par rapport aux 
hyperfaces d’un polyèdre (P) particulier. Ce groupe est le groupe 
résultant des combinaisons des Doi es) ) et(T), ou bien il en est 
un sous-groupe. 

Ajoutons que, dans le cas des espaces de groupes simples, tout 
hyperplan (IL) contient des sommets du réseau (R), tandis que dans 
le cas des espaces &,, il peut ne plus en être de même. 


98. On sait qu’étant donnée une transformation arbitraire de G, il 
est impossible que deux de ses paramètres angulaires soient les 
l’un de l’autre (à moins d’être égaux et opposés) tandis que, comme 


- nous l'avons déjà constaté (n° 59,71 , 84), cette particularité peut se 


ae 


’ 


| i etn au réseau te x acd Bie est ans connexe. “ee 


qu'après déformation il parte de l'origine et ne rencontre ‘aucune des” RS 


“quand © décrit le contour (€). ei eas PART IS 


engendré par la transformation ne ie ty ai un Eeontear > < 
fermé (€,) qui résulte, quand ¢ varie de 1. i ; 
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présenter pour en Me arbitrairé. Néanmoins, si. on CoN- ES 
sidère deux paramètres angulaires de la forme D et Mas Où mn est plu ASS 
grand que 1, ’hyperplan mo, =1 ne contenant évidemment aucun som- 
met du réseau (R) (lequel sommet devrait rendre Pa entier), l'hyperplan : 
MO y =-2 devra en contenir au moins un, à savoir M symétrique de = 


l'origine par rapport au premier hyperplan ; par suite > — ~ est un n nombre 


+a x me Se. Er a 
entier nécessairement égal à 1. Autrement dit, il ne er exister que 
deux paramètres angulaires Px qui soient nt proportionnel se eue es 
. l'un est le double del’ autre, ; | 
Les formes de Klein nr Eu RER ET 


‘ : : b 
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99. Recast un polyèdre (P) ayant l origine pour sommet: Tl est 
facile de démontrer que si le polyèdre (P) n’admet pas d autre sommet — 


pourrons see le ielorier d'u une manière continue ‘de: manie es 
variétés ’n— 2 dimensions représentatives des matrices @ singulit eS a: 
Le point M de I’ espace. des 9; qui correspond au point mobile ®, qui A oes 
décrit le contour (C), partira del’ origine; on pourra toujours supposer | LE. F 
ce. i pe dans le ee Es LE ne re ete Sure paw 


2 EI 


pondante de (en mais encore une transformation infnitésimale déter- 
Rte om définit ie ee Seagate Et une géodésique droles 
joignant O à 6, ct cette géodésique varie gue) manière continue 


” = 


Soit maintenant ¢ un nombre réel compris entre o et 1. ries point @, 


continue du contour (€). Pour t=0, ce haber se réduit a au 1 point. 
origine. L'espace 6, est done bien sunplement connexe.. See 


À É ae" 
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100. Dans le cas où plusieurs des sommets du polyèdre (P) appar- 
tiennent au réseau (R), il est facile de trouver un espace 6, loca- 
lement applicable sur &, et simplement connexe. Au lieu de partir, 
comme nous l'avons fait pour définir l’espace de Riemann 6,, du groupe 
adjoint linéaire de la structure donnée, partons d’un autre groupe 
linéaire G de même structure, et désignons toujours par et R les 
. Matrices qui représentent les transformations finies de G engendrées 
par les transformations infinitésimales Y-et X. Rien ne sera changé 
aux raisonnements faits précédemment et relatifs à l'espace 6, des 
matrices ©. Tout déplacement de ce nouvel espace & sera défini par 
une transformation de G quisera réductible à la forme RO”; ilse pourra 
du reste que deux transformations distinctes de G fournissent le même ~ 
déplacement de &,. Tout point de &, pourra ètre représenté par un 
point de l’espace euclidien auxiliaire E, mais il pourra arriver que cer- 
tains sommets du polyèdre (P), faisant partie du réseau (R), ne repré- 
sentent plus Ja transformation identique de G. Si le groupe G est chorst 
de manière qu'aucun des sommets autres que O du polyédre (P) ne repré- 
sente la transformation identique de G, l’espace &, sera simplement 
connexe. D'une manière générale son ordre de connexion dépendra du 
nombre des sommets Act de (P) représentant la transformation 
identique de G. 

101. Si en particulier on prend pour G un groupe linéaire sim- 
plement connexe, groupe de l’existence duquel on est assuré a prior, 
le sommet O sera le seul sommetde (P)représentant la transformation. 
identique de G; le polyèdre (P) attaché à l’espace &, est en effet une 
section hyperplane du polyèdre (P) attaché à l’espace du groupe G, et 
ce dernier polyédre n’admet qu'un sommet représentant la transfor- 
‘mation identique de G. L’espace &, correspondant au groupe sim- 
plement connexe G est donc lui-même simplement connexe. Nous le 
: désignerons par &,, la notation &, désignant l’espace correspondant 
au groupe adjoint I et la notation &, désignant!’ espace corr ey 

{un groupe apepondae de la structure donnée. — 


102. . Tous a espaces &, sont localement applicables les uns sur “les 
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autres et admettent un groupe continu des déplacements, partout 
régulier et uniforme, de la structure infinitésimale donnée : ce sont 


évidemment les seuls espaces qui jouissent de ces deux propriétés ou, — 
comme nous dirons, les seules formes de Klein de l'espace &,. Il est. 


clair qu’à un point de &, correspond un point et un seul de &,, puis- 


qu’à une transformation d’un groupe G correspond une transformation 
et une seule de son groupe adjoint. Il est clair aussi que si l'on développe 


l’espace 6, sur l’espace Sag Pe connexe &,, à un point de &, corres- 


pondra un seul point de &,. Si l’on attache à un point déterminéAdeg, ea 


un repère rectangulaire, le point A et son repère prendront dans le 
développement de &, sur &, un certain nombre de positions, et l’on pas- 
sera de la position initiale à l’une quelconque de ces positions par une 


transformation isométrique déterminée a; de &,; toutes ces transfor- | 
mations forment un groupe, qui est le groupe d’holonomie de &, par 
rapport à &,. Nous I’ appellerons plutôt, pour éviter toute confusion, le 
groupe de connexion de &, Les groupes de connexion des différentes - 
formes de Klein sont des sous- RENE du groupe de connexion de 


l’ ses Eu 


103. iGherchoa’ à déterminer le groupe de connexion de l'espace 6, 
correspondant au groupe adjoint I’. Au point origine de &, corres- 
_pondent dans &, autant de points distincts que le polyèdre (P) a de 

sommets appartenant au réseau (R); soit À ce nombre. Soit O; un de 


ces sommets autre e que. l’origine : il correspond, dans l’espace sim- 


plement connexe &,, à une transformation 0; du groupe simplement — 
connexe G, transformation échangeable avec toutes les transformations i. 


de G. ll existe une opération du groupe de connéxion cherché, amenant 


le point origine de 6, au point € 95 c’est une isométrie de Su qui est 


nécessairement de la forme R, ©}, en désignant par &; une opération 
convenablement choisie du groupe mixte d'isotropie de Gy. 


lest d'abord facile de voir que la transformation 0: laisse invariantle | 


sous-groupe g de G engendré par les transformations infinitésimales X. 
En effet @; est engendrée par une certaine transformation infinitési- 


male Y; en conservant les notations du n°3, les transformations infinité- A 
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simales U. et V, sont transformées par @? suivant la substitution 


linéaire 
Ur = Uzcosax— Vy, sinæ, 


Vr= Uz sina+ Vrcosa; 


la tranformation @; les laissant invariantes, c’est que 2, est un 
multiple de ñ, par suite on à 


Léa, Ne ie Sie 
toutes les transformations de gsont done échangées entre elles par 6°. 


La transformation CE laissant invariant le groupe continu d'isotropte 
de &, laisse par cela même inyariant le groupe muxte isotropic; 


autrement dit, R étant une transformation quelconque de ce dernier 
groupe, on a une relation de la forme 
4 
(1) ROZ=O?R’, 
R' appartenant encore au groupe mixte d’isotropie. 
; 1 
Nous savons que les / transformations R;0; engendrent un groupe, 


le groupe de connexion de &,. Par suite, on a des relations de la forme 


; JA ie À 
; RO? R,O3—= RO} , 
ou, d’après (1), 


> AO le vl 
Q) 0707—= RO}, 


GR appartenant nécessairement au groupe continu g. 
Comme les opérations du groupe de connexion sont échangeables 


avec tous les déplacements de l’espace &,, on doit avoir également 


ARE: 
020?= R'0}; 


du reste cela peut se vérifier directement, car l'égalité (2) entraine, en 


_ prenant les inverses des conjuguées des deux membres, 


pes Hh : oe 
0507 0 Age, 0: 


Remarquons enfin que le produit 0;9; correspond à la transfor- 
mation identique du groupe adjoint, et on montre immédiatement que 
Ann, Fe, Norm., (3), XLIV, — DÉCEMBRE 1927. 59 
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ce produit est de la forme RO, l'indice & étant le même que dans (ee 
formules précédentes. On gent donc avoir immédiatement la structure 


du groupe de cap Eee ap de &, en calculant res produits 0,9; au lieu Ms 


« 


des produits CE 6. | . 


Le groupe de connexion de 6, étant connu, on en déduira ses sous” 


groupes, et par suite les différentes formes de Klein del’ papane En % 


Le groupe continu des déplacements de l'espace &. VE 

104. Le groupe continu des déplacements de l’espace simplement 

connexe &, construit en partant d'un groupe linéaire G simplement 
connexe est formé, comme nous l’avons vu, des transformations R,9, 


de G; une telle transformation donnera un déplacement nul si l'on a 


quelle que soit la matrice 0, 
Sr ‘OR Oe 

on en déduit, en faisant 0 = a , qu'on a OF = 1, d’où 
OR = (Re); | NT CRT 


Ja transformation R, @, est dove. échangeable avec toutes les Santee 


mations de G, c’est-à-dire correspond à la transformation en Ra Re 
du groupe adjoint. Du reste cette transformation fait partie du groupe | 
mixte d'isotropie, puisqu'elle laisse le point origine invariant; mais, — 


comme l espace &, est simplement connexe, la partie du groupe mixte 
d’isotropie qui appartient au groupe continu des déplacements se 


réduit au groupe continu d’isotropie. Nous aurons donc les trans forma- 
tions de G qui correspondent à un déplacement nul en cherchant toutes — 


les transformations du groupe continu d'isotropie g qui correspondent a 
la trans formation mous. du groupe adjoint, 


_ Les groupes mixtes d’ Lonoifé de Ey et de Eu. 


e 


105. Nous connaissons le nombre de Paille nue distinctes 
du groupe mixte d’isométrie de l'espace simplement connexe &,: il 
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est le même que pour le groupe mixte d’isotropie, et il a été détérminé 
dans l’étude des espaces & à courbure nég gative. ets désignerons 
ce nombre par v | 


Quant au io d'isométrie de &,, il est formé des familles du 


groupe adjoint mixte qui laissent invariant l’ensemble des sous- 


groupes homologues de g dans le groupe adjoint. continu; soit v leur 
nombre. Les eae nombres v et ne sont pas nécessairement égaux; 

en effet, si le groupe de connexion de &, contient une isométrie de &, 
n ‘appartenant pas au groupe continu des déplacements, nous aurons 
dans &, deux familles distinctes d’ isométries qui n’en feront qu'une 
dans &,. D’une manière générale le rapport : sera égal au nombre des 
familles distinctes d’isométries de &, dont font partie les différentes opé- 
rations du groupe de connexion de &,. Ce rapport - est en particulier un 

diviseur de l’ordre A du groupe de connexion, c’est-à-dire du nombre 
des sommets du polyèdre (P) qui appartiennent au réseau (R). On 


aura ainsi des vérifications arithmétiques simples des résultats 


obtenus. 
Les variétés localement euclidiennes E; et les géodésiques. 


106. Les matrices @ engendrées par les transformations infinitési- 
males d’un sous-groupe y, déterminé engendrent une variété E, pas- 
sant par l’origine et quia une courbure riemannienne nulle, autrement 
dit qui est localement euclidienne. Le carré de la distance d’un point 0 

à l’origine est, à un facteur constant près, la somme des carrés des. 


paramètres angulaires de la transformation infinitésimale de à qui 
engendre @. La variété KE, est une forme de Clifford de l’espace eucli- 


dien à À dimensions. Si l’on est dans l’espace sëmplement connexe &,, 


‘on a une représentation complète de E, sur cet espace euclidien au 


moyen d’un polyèdre Le) ayant l’origine pour sommet auquel on ajou- 


_terait tous ceux qui s’en déduisent par les opérations du groupe (S). 
Le domaine polyédral (@) ainsi obtenu représente complètement la 
variété E, ('), à condition de regarder comme identiques deux points de 


| (1) Cf. Ann. a Mat., loc. cit., p, 228 ot 236. 
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deux hyperfaces opposées de (@), se déduisant l’un de l’autre par la 
translation qui amène ces deux hyperfaces en coincidence. Les symé- 


triques de O par rapport aux hyperfaces de (@) appartiennent à un 


réseau (R); les translations qui laissent invariant ce réseau transfor- 
meraient le domaine (@) en une infinité d’autres domaines égaux 
remplissant une fois et une fois seulement tout l’espace euclidien indé- 
fini à À dimensions : ces translations engendrent le groupe d’holo- 
nomic de la variété E, développée sur l’espace euclidien. | 
Les géodésiques de E, ont pour images les droites de l’espace a 


À dimensions des 9;. On voit que si A est supérieur à 1, il passe par 
deux points de l’espace &, une infinité dénombrable de géodésiques, — 


dont certaines sont fermées. Soit une géodésique issue de l’origine; 


elle correspond à une transformation infinitésimale Y admettant cer- 


tains paramètres angulaires 9,. Prenons sur cette géodésique un 
point © tel qu'aucun des paramètres angulaires non nuls de Y ne 
prenne en © une valeur entière; toute rotation laissant invariant le 


point © laissera invariante la géodésique, qui sera ainsi csolée dans 


l’ensemble des géodésiques joignant © à @. Si, au contraire, l’un des 
paramètres angulaires non nuls de Y a en © une valeur entière, il 
existera au moins une rotation autour de O laissant le point A inva- 
riant sans laisser la géodésique invariante : cette géodésique fera donc 
partie d’un ensemble continu de géodésiques joignant O à ©. Prenons 
inversement un point 0, que nous pouvons supposer représenté par 
un point À à l’intérieur ou sur la frontière du polyèdre (P). Les diffé- 
rentes géodésiques joignant |’ origine au point © seront représentables 
par les droites joignant, dans l’espace des 9;, le point A aux différents 
sommets O; du réseau (R); pour qu’une de ces géodésiques soit isolée 
dans l’ensemble des géodésiques joignant O à 0, il faudra et il suffira 
que si ©, est un quelconque des paramètres ayant une valeur entière 
en A, ce paramètre ait en O; la même valeur entière; autrement dit la 

variété plane (hyperface, hyperarète, etc.) frontière de (P) à l’éntérieur 
de laquelle se trouve le point A devra passer, si au besoin on la pro- 
longe, par un point du réseau (R). On voit qu'en particulier 7 sera 
impossible de joindre par une géodésique isolée l’origine O à un point 
représenté par un des sommets autres que O du polyèdre (P). Ces som- 
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mets, quand la variété E, varie, engendrent À variétés antipodiques de 
l’origine. Ceux qui appartiennent au réseau (R) sont indépendants de 
la variété E, : ce sont les points antipodes (quand ils existent) de O; 
ils sont confondus en un seul dans l'espace &,. 


107. Dans les espaces de rang 1, les choses sont beaucoup plus 
simples que dans le cas général. Toutes les géodésiques sont fermées 
et égales entre elles. Par deux points arbitraires de l’espace il passe 
en général une géodésique et une seule; il y a exception (au moins 
pour les espaces simplement connexes) si le second point est sur la 
variété antipodique du premier; dans ce cas il passe par les deux 
points une infinité de géodésiques formant une variété continue. Si 
la variété antipodique se réduit à un point (point antipode), c’est que 
l’espace admet une forme non simplement connexe, et dans cette forme 
il passe une géodésique et une seule par deux points donnés, quels 
qu'ils soient. C'est ce qui arrive pour l’espace elliptique, forme non 
simplement connexe de l’espace sphérique. 


Les espaces du type (Al). 

108. Définition géométrique. — Nous prenons pour G le groupe 
linéaire unimodulaire simplement connexe d'une forme d’Hermite 
définie positive 

Be 2, 2+ Lao te Lips Lig, - 
Le groupe g est engendré par les transformations infinitésimales 
Da PB— LBPa 5 
c'est celui qui laisse invariante la forme quadratique 


OHH? + 23+...4+27,,. Ë 


Le groupe adjoint mixte se compose de deux familles, correspon- 
dant aux homographies et aux antthomographies de l'espace projectif 
complexe à / dimensions. Comme l'antihomographie particulière 


PE Di 


438 ce E. C CARTAN. 


EX 


laisse le sous-groupe g invariant, tous les sous-groupes g 8" Y isomorphes a 
de g forment un ensemble connexe. Ne : à 
A la forme quadratique ® est associée l'antiünvolution de première 4 
espèce 


oF _ DDR 2 een 
: 0x, ox PARUS A l à 
ou hee Reine oF 
MS Li=PXi} | 
c’est une antiinvolution parce que, effectuée deux fois de suitesur un 
2e 1 
_point(æ) de l "espace projectif complexe, elle redonne ce même point; 
elle est de première espèce parce qu’elle admet une infinité de points = 
doubles, à savoir les points de coordonnées (homogènes) réelles, De <a 
plus elle jouit de la propriété que deux points conjugués par rapport #° En 
à la forme d’Hermite F sont transformés en deux Rois nes: © : ARE 
conjugués par rapport a F. Sas, Saeed | GES : LT 
Réciproquement, considérons une antiinvolution de premiére espèce or SE 
4 SN TNT 
jouissant de cette dernière beeper apposite définie par ee .. 
pus von Let a F à «CAES TE sae = 2 
27 RE 
et désignons par Ala matrice 7 On ae avoir d'abord À relation RIM : 
(3) Math Ss GTS EU SA SES TESTS DIR a 
m étant un ANT dr qui exprime qu ‘ona emits à une e antiinvolu TE “3 
tion de alee pepece. On aura ensuite la relation | Se 
Pon x ‘ Cais cos * REP SES FREE A 
(4) a ; : b MASK, ; PE i x Ta ès 5 
* ak a 
ot l’on a désigné par A* la matrice transposée a et par kun oi "PTE 


cette relation exprime que deux points conjugués par rapport à la 
forme F sont transformés en deux autres points conjugués. Le nombre fe 
est réel, pute en échangeant les lignes et les colonnes, on a 


ra | REA RER 
On déduit de (3) et (4) 
At= LA, ap ; 
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et comme le déterminant de A* est égal a celui de A, 


k 


= ot 


m? 


La matrice A est donc ou symétrique, ou symétrique gauche. 

_ Elle ne peut pas être symétrique gauche, car un calcul immédiat 
montre que le produit AA serait négatif; elle est donc symétrique, et 
l’on peut de plus la multiplier par un scalaire convenable de manière 
à avoir AA =r. 

Soit maintenant une matrice A symétrique égale à l'inverse de son 
imaginaire conjuguée. Il est facile de trouver un point double de 
l’antiinvolution qu’elle détermine; il suffit de partir d’un point (x) 
quelconque et de poser 


Vi À Zi AZaxtr, 


À étant un nombre complexe indéterminé; l’antiinvolution le change 

dans le point 

sj Dany. = i» Wik Lp > RAT Vie 
a k kh 

Effectuons une substitution linéaire conservant la forme F et transfor- 

mant le point y dans un point (a,, 0, 0, ..., 0). On aura 


Fa 


As = A3 — SO 41 = Oo, 


a, est done de module égal à r et, en remplaçant x, par x, ei, on 


peut s'arranger pour que a,, devienne égal à r. 
L’ A lition ne portera plus rate tenit que sur les variables 
Qo, ++ +> Xz, etl’on pourra de proche en proche s'arranger pour réduire 


la matrice A à l’unité. L’antiinvolution donnée est donc certainement 


invariante par un sous-groupe g' isomorphe de g. 

Par suite l’espace &,, est l ‘espace des antinvontons de première espèce 
qui changent deux points conjugués par rapport à la forme F en deux 
autres points conjugués. C'est aussi l’espace des matrices symétriques 


| inverses de leurs imaginaires conjuguées, en ne regardant pas comme 
| distinctes al matrices ne différant que par un aoa scalaire, 


ah alga as | i Éd Cie 


ET , 
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7 “ae 
On peut supposer que la matrice A est unimodulaire; il ne faut pas i 


alors regarder comme distinctes les matrices AetcAsicestuneracine = 


(J+ 1)°™° quelconque de l’unité. 3 

| By 

109. Le rang et le polyèdre (P). — Le rang À de l’espace &, est égal “à 

à 7. Les paramètres angulaires d’une transformation Y sont de là 

forme EX | i LS a 

1 Pi (l, Joely RE) DES *: 

avec 3 | pe & 

po Qi + Got... + DO. P | | LÉ 

Le polyèdre (P) est défini par les inégalités se +; tra ag 

: 4 - 4 4 n 5 
, PX à 
: Qi > Pa. Qu; Pa = Pl SIS ae 
x Tous ses sommets appartiennent au réseau (R). Les transformations@; a 
F4 correspondantes sont les transformations de G qui correspondent à la ey 
=: transformation identique de F,, à savoir À + IR TaRE es 
a 24 T\ | > ty + & 
bs Las ee (= di): Se. É 
De elles engendrent un groupe cyclique. EE soa 
À | or Ss; | : a 
ag 110. L'espace simplement connexe Eu. — A tout point de 6, corres- — ne. 
ao pondent / + r points distincts de &,. Lorsqu'on applique à la forme Bete 
| 
oh quadratique ® les transformations de G, on obtient une forme quadra- 4 
NES tique dont les coefficients forment une matrice À symétrique uni- + 1 
. modulaire inverse de son imaginaire conjuguée. Or a chaque anti- Ss 
: x ; involution symétrique (point de &,) correspondent précisément 
Lee | | FE 1 matrices A distinctes. Par suite, l’espace &, est celui des matrices 


symétriques unimodulaires ingerses de leurs t imaginaires conjuguées. 


na “2 | ? M 
ë, Ÿ _ ALL. Le groupe 2 isométrie de &, et le groupe de connexion de &. — cue a 
LÀ Le groupe d’isométrie de &, contient autant de familles distinctes que : <u 
? mn tale groupe mixte d’isotropie, c’est-à-dire (n° 43) y= 2 si Zest pair. Sa 
Me : 4 
k et y— 4 si l'est impair. Comme le groupe d'isométrie de &,, qui se ae 
5 confond avec le groupe adjoint mixte, contient y — 2 familles, les ae 
ag | opérations du groupe de connexion de &, appartiennent toutes au 
tae | F : ED 
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groupe continu des déplacements de &, si / est pair; elles appar- 
tiennent par moitié à deux des quatre familles d’isométries de &, si / 
est impair. ; 

Ce résultat est facile à vérifier. Prenons la transformation 0, 


By = La 


A 
la transformation ©? peut être regardée comme engendrée par la 
transformation infinitésimale 


3 iT 
UR Pa 7 D TAPE ; 


elle s’écrit 
it À itv 


SP ae ee Bete ales st Se ST LE 
A D a i ee ka (RASE Me 2 EEE). 


En effectuant d’abord la rotation R 


! AE pene 
“2,2, La — — La, 


| ; ‘ 
puis la transvection 0°, on aura l’opération génératrice cherchée du 
groupe de connexion de &,, à savoir | 


i 
Pr 


Ce et ay eS is oer Pa 


qui transforme A en eA. On voit que la rotation ® fait partie du 


groupe continu d’isotropie, et par suite l’opération considérée du 
groupe continu des déplacements de &,, si / est pair; dans le cas 


contraire, R? en fait partie. On vérifie facilement que dans ce dernier 


cas l’espace &, est non orientable ('). 
Il résulte encore de ce qui précède que si l'est pair, à un déplace- 


ment de &, correspondent l+ 1 déplacements distincts de 6,: sil est 


: oars ; s l+r 3, 
impair, à un déplacement de &, correspondent seulement —— dépla- 


; — sie es 3 : , HET | 
cements de &,. Par suite il existe, suivant les cas, / + 1 ou —— trans- 


(1) Cela veut dire qu'on peut passer par continuité, dans l’espace &,, d’un repère 
rectangulaire donné à un repère rectangulaire de même origine et d'orientation 
différente. 

Ann. Fe. Norm., (3), XLIV. — DÉCEMBRE 1927. 56 
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En dehors des espaces &, et En il existe en généra d': 

us Klein; leur homes: total est égal au nombre des d vise 

Ex AE ae variétés cüclidiennes E, et t les géodésiques. — 
variété euclidienne E, en prenant | le lieu des ma 

modulaires dont tous les éléments e de sont de m 


DE a=1+1 reais 1 Ed He oe À RES 


eae SEE AE cé ‘3 ue de , 0 ee co) 


Toute geotésique est congruente au. lieu des formes 


5 de | TRE ne = eu Pat Re HET A 
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Le. cas t= = 1 | donne la phi et le plan elliptique. 
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118. Définition géométrique. = Le nie 
pour le type (AL), le sous- groupe & est cou A0 
forme quadratique extérieure RS NT ve 
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telle que tout point (a) soit change en un point (a) conjugué de (x) par 
rapport à la forme F; soient 
aay dix Lk 
rar 


les équations de cette antiinvolution, On devra avoir a; = — 4; 
autrement dit, la matrice A des coefficients devra être de 
gauche; on aura ensuite 

AA =}, 


À étant un scalaire qu’on vérifie facilement être négatif. On pourra 


même supposer # réduit à la valeur — r. 

Si maintenant on part d'une matrice A nue à l'inverse de son 
imaginaire conjuguée, nous pourrons effectuer sur les variables une 
ne linéaire laissant invariante la forme d’Hermite F et telle 
que le point transformé de (1, 0, ..., o) par lantiinvolution soit lé 
point (0, 1,..., 0) conjugué du ee par pepper à la forme F. On 


aura alors ARR 
Re 1 — By, hates 9; 


a, étant de module égal à ret, par une substitution 2,=a,e, on 
pourra supposer @,,=1. L'antiinvolution ne fait plus alors inter- 


venir que les variables æ,, ..., æ,,,, et l'on réduira de proche en 
proche la matrice A à celle qui correspond à la forme quadratique 
extérieure D. Autrement dit, le sous-groupe g” qui laisse invariante 


une antiinvolution de l'espèce considérée est isomorphe de g 
L'espace &, est donc l’espace des antiinvolutions de seconde espèce 


qui changent un point quelconque en un autre point conjugué du pre- 


mier par rapport à la forme F. 
La matrice A qui définit une de ces antiinvolutions n'est définie. 
u’à un facteur scalaire près; on pourra toujours le choisir de manière 
que le pfaflien 


(5) ; ; LINE Ait 


où la somme est étendue à toutes les combinaisons (7,7), (ts Li 
(OT) pour lesquelles la permutation 2,2)... %., des 7 +1 nis 


Ty 2, very ET est paire, soit égal a 1, Cela est possible dee 
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et le polyèdre (P) est défini par les inégalités 
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manières différentes, car on peut multiplier tous les a;; par une même > 


3 


racine (=) de l'unité. 


2 


L'espace &, est done aussi l’espace des matrices antisymétriques À 


opposées aux inverses de leurs imaginaires conjuguées et pour lesquelles 
le pfaffien (5) est égal à 1, en ne regardant pas comme distinctes deux 


matrices ne différant que par un facteur scalaire. 


| é Fae re l— 
114. Le rang et le polyèdre (P). — Le rang est ici A= — - Les 


paramètres angulaires sont de la forme 


RS PNEU) 
sind h RE 2 ri ie 


PDP... Pitt) Pi Pre 


| ie bald Say AP a ee: | 
Tous ses sommets appartiennent au réseau (R). Les transfor- 


. mations 9, correspondantes sont 


; Akin i cu yon aN 
 —el+i1. k= À 
La —e Fi TS (se : )- 


AAD. L’ nee simplement connexe CINE TA tout point de &, corres- | 


pondent + —— - points distincts de &,. Lorsqu'on applique à la forme 


extérieure ‘b une transformation quelconque de G, on obtient une 
forme extérieure dont les coefficients forment une matrice A symé- 
trique gauche, a pfaffien égal a r et opposée à l'inverse de son imagi- 


naire conjuguée. Or, à chaque antiinvolution antisymétrique (point 


de Eu), correspondent précisément —" matrices A distinctes. L’es- 


pace &, est donc l’ espace des matrices symétriques gauches à pfafi ien 
égal à 1, opposées à l'inverse de leurs imaginaires conjuguées. 


116. Le groupe d’ isométrie de , et le groupe de connexion de &,. 


— Le groupe d'isométrie de &, contient (n° 50) y= 2 familles dis- 
tinctes, comme le groupe d’ isométrie de &, (RUES adjoint mixte). 
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Par suite, toutes les opérations du eroupe d'holonomie de &, sont de vrais 


déplacements de &,. 
Pour obtenir l'opération génératrice du groupe de connexion, par- 


De des as 
tons de la transformation ©? qui peut s’écrire 


2iT 21% SLT 


PRE FRE rs  E Pct een ph 
Gia Ee! +10 eae er? Wyse? ey (does a ene a ee Os 


en la combinant avec la rotation R 
Ca, ee iy, Lie ae M Ue = gale es 
qui fait partie du groupe continu d’isotropie, on obtient l’opération 


cherchée 


217 
Paume Cn ate CE 


qui transforme la matrice A dans la matrice e’ A. 
l+: 


Il existe autant de formes de Klein de l'espace que le nombre 
admet de diviseurs. 


+ 


117. Les variétés euclidiennes E, et les géodésiques. — On aura une 
variété euclidienne E, en prenant Le lieu des formes 


eft! x, x, |+ e[ xa, ]+...+ eb oar, |, 


avec 
- D +0 +... + Bu —0. 


Le ds? de cette variété est 
ds? = d0? + d0:+...+ d6ÿ,,. 
Toute géodésique est congruente au lieu des formes 
eis [ a, 0, ]+...Hetms[æxu,], 
les constantes a, satisfaisant aux relations 
260, VIS TiEET: 


Le cas /= 3 donne un espace de rang I qui n’est autre que l’espace 
sphérique à 5 dimensions (avec sa fornie de Klein l’espace ellip- 


tique ). 


= Ë 2, er "a 
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118. Définition comiqie, — A groupe | é étant toujours et 
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119, Se rang et le poly èdre ( P). — loi, 17 ie: x est él ati PS 
prend la transformation infinitésimale cu VAE 
: a Mapa Fes a + re : 
ses paramètres angulaires sont Ds 2 . ae MR Set 
: | ’ 4 e RG - 2 & = " “an 
| #9 eb nt pa rh 
+ Le à oe 


respectivement multiples d’ ‘ordres I et ra Rees | | 
Le polyèdre (P): se réduit au segment (e.. =) de r axe desg. A 


1 
| | L'extrémité = n'appartient ps. au créons am. Par S 
| l'espace Eu est simplement connexe, 


Le Lin d PONS AN ie est done formé de de 


a" } Loh S mite PN as 


un “Abu eae a eee Fo 
_ done ee homologues, de sorte que | la variété a 
an— 2 dimensions; par un point donné et un point de Si 
eae passent ' géodésiques formant une variét 

Si Fan. part touje ours de la transformation infinitésimale es 


Se BP = ab Mr $ 
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la matrice 0, qui correspond au sommet o= = ~ du segment (P), fournit 
la transformation finie 


’ 


ARE rt D Bip TRUE Ts 23; ) Di 21; 
= ne all ; | 
la matrice 0? est alors, par exemple, 
Fe Te ENS MT ere ea 0e EEE Cpe. 


Cette transformation, appliquée au point origine 

, Li = 23 =... = L—O, 

donne le point | 
Due Be Th TN) = DEN Oy 


qui est ainsi un point de la variété antipodique du point origine. On 
voit immédiatement que cette variété est la variété plane (complexe) 
polaire du point origine par rapport à l'absolu 


By Ti Lo y = RO + Bi Blas = Oy 
Les co! géodésiques qui joignent le point origine au point 


By ==) 0 


proviennent des transformations infinitésimales 


FES 


C8 Dixy — eb ny, ta. ; 


ou est un paramètre arbitraire; elles sont définies par les équations 
| = Sine, Peer it) dl = — et coss; 
elles engendrent la droite complexe 
bp eeemcies 3 =— + DE Oe 


Tous ces résultats ont déjà été obtenus par G. Fubini et E. Study. 


Les espaces du type (ATID). 


oy 1a. Définition géométrique. — Le groupe G étant rajout le 
même, le Leone 8 est oe qui laisse RES dans I’ espace 


= 
à 


= 


# Dé Ace ae rt Poe. 
; » a x. 
LT 


Lu 
Fe 
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hermitien elliptique, la variété plane complexe 


Li = Le. —ÆLp—=O, 


et aussi, par suite, la variété, polaire de la précédente par rapport à 


l'absolu, 
Ppa ee «HR SHO. 


L’ antihomographie x; = à; laissant invariant le sous-groupe g, l’en- 
semble des sous-groupes g’ isomorphes de g est connexe. Il en résulte 


immédiatement que l’espace &, est l’espace des couples de variétés planes 


à q—1 et p—1 dimensions polaires l’une de l autre par APR a la 
forme F. 
Si p> q, on peut encore, sans DS définir l espace 6, comme celur 


des variétés planes à q —1 dimensions de l’espace projectif complexe à 
RL dimensions. 


122. Lerang et le polyèdre (P). — - Comme nous l’avons vu e 58), le 
rang A est égal aq, et les paramètres angulaires d'une transformation Yo 
sont de la ee 


Hag, +ot9;,, +i, ‘ 


respectivement multiples d'ordres 1, 2, p — q. 
Le polyédre (P) est défini par les inégalités 


37 a Pa SH Og 0; 


si p> q, aucun de ses sommets autres que l’origine ne donne a tous 
les paramètres angulaires des valeurs entières. Par suite, si Fa 


_ l’espace &, des variétés planes à q — 1 dimensions de l’espace hernie 


elliptique est simplement connexe. 
Si, au contraire, p — q, le sommet 


du polyèdre (P) appartient au réseau 1 (R): ff ya alors deux anes de 
Klein distinctes de l’espace considéré. : MES 
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193. L'espace simplement connexe 6, pour p=q. — À un point 
de &, (ensemble de deux variétés planes à g — 1 dimensions polaires 
> 9 N . ae à . 
l’une de l’autre) correspondent deux points de &,. Par suite, l’espace &, 


est celut des variétés planes à q — 1 dimensions, qui forment ainsi un 
domaine simplement connexe. 


124. Le groupe d’isométrie de &, et le groupe de connexion de 
A &,(p= 7). — Le groupe d'isométrie de &, comprend (n° 61) ¥ = 4 
= familles distinctes, tandis que celui de &, (groupe adjoint mixte) n’en 
comprend que v = 2. Par suite, l'opération non identique du groupe de 


4 - connexion de &, n’est pas un vrai déplacement de Gi, 

£ re 

3 Pour l’obtenir, considérons la matrice ©?, racine carrée de la 
x A : P pee peut Er : 

- matrice © représentée par le sommet (£, te à du polyèdre (P). 
q Oe ed 2 ; 

; On peut prendre pour transformation infinitésimale génératrice de 0 
la transformation 

3 of ay | 

, T | x Da — +...+X, ‘Hs 

4 ( ieee Ur Oar DORE rises dE) ‘ 

4 re fi © 
| ce qui donne pour 0? la transformation 

j We : 2 ! 

‘ 2 Li Lt) By = Le+2) a) ag Logs 

2 5 Dee CA Te nn ENS Ligg=— Ly: 

3 Elle fait passer, ce que nous savions déjà, de la variété plane 

3 ; 

PARU Pie M ME 9 

à la variété polaire | 

5 By = Uggs St. Dag = 0: 

4 : : f a 

= On peut déterminer la rotation R qui, combinée avec la transvec- 
4 1 ag 2 es à 

2 tion ©? précédemment obtenue, définit cette opération. Les équations 
À d’une variété plane à g — 1 dimensions, voisine de la variété origine, 
5 


peuvent étre mises sous la forme 


1 


4 ; x “7 * ; Hy Ay Bay Fes + Ag Lg 


Lg ee qs Loi + DROIT Sn dy Lg 5 
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la variété polaire par rapport à l’absolu est 


Lye Ay) Ly + Ag; Lot. + Ag By 0; 


Lay a deg By top T0: 
Il en résulte que l'opération & est définie par les équations 
PE 0e 
Qj dj. 


elle n'appartient pas au groupe continu d’isotropie. 
On déduit facilement de ce qui précede que l’espace &, est orien- 
table ou non suivant que q est pair ou impair. sian 


125. Les géodésiques. — Toute géodésique est congruente à l'une 
des géodésiques lieux des variétés planes 


Ti, — tanga,sLp.,, 


Lg tangadgSZpi7) 


Bite, 
avec 


CHA Fans E Cm Ope 1 


Toute variété euclidienne E, est congruente à la variété lieu des 
variétés planes 


Ries AS TE» LME ED à VI SE Din: pe 0, 


dont le ds? est’ 
| REIN Aj 
1+ A; nae 1+ Ad 


Les espaces du type (BDII). 


126. Ce sont les espaces a courbure constante positive. Ils admettent 
deux formes de Klein : la forme simplement connexe sphérique et la 
forme elliptique. | 

Si le nombre des dimensions est pair, le groupe de connexion de 
l’espace elliptique n’est pas un vrai déplacement de l’espace sphérique; 
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RS le: groupe d’isométrie de l'espace elliptique est continu. Si le nombre 
_ des dimensions est impair, le groupe de connexion de l'espace ellip- 
tique est un vrai déplacement de l’espace phen gue le groupe d’iso- _ 
_ _ métrie de l’espace elliptique est formé de deux familles continues | 
PE _ distinctes. L’ espace elliptique est orientable ou non suivant que le 
eo nombre des dimensions est impair ou pair. Tous ces ne sont 
4 msn Le rang ; est ici égal à 1. 


CAPES Les spaces du type (BDI). 
eee AD. On as Aaah ate . 
ae 7 n=pq, 
oul pet q sont ane entiers quelconques au moins égaux a 2, Pa 
_ étant au moins égal à 5. Nous supposerons p>q. 
Nous Dodo pour G le groupe (non ae connexe) de la 


À forme pate, définie positive + 


à F=axi+ ai Liciet + ahaa 


Le $0 us-groupe g ; est formé des transformations de is qui | fassent 
| sépar rément invariante chacune des formes 


ue take SAT TS 9 © 
is Tee à ae > ite beta, ies oe Bb 


É Sip ae q est | impair, le gro erty est continu; si p + q est pair, 
ce groupe adjoint mixte est formé de deux familles distinctes corres- 
_ pondant à une substitution orthogonale de déterminant +1 ou —1 
é: effectuée surles variables. IL est c clair, par suite, que les sous- “groupes g” “s 
ei phn des g ; forment un ensemble connexe. oa 
[ « “espace &, comme l'espace des couples de var: télés plänes 
menstons es l'une x is autre Us rapport à la 
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—T où EI et 1 (suivant la parité de la 


respectivement d'ordres pt ou 


a 


différence p — q). 
Si p = q, les paramètres angulaires sont de la forme 


to; Lo fae ee ge 
Si nous supposons d’abord p> q, le polyèdre (P) est défini par les 


inégalités 
I> Oi > 92>... > 97> 9; 


un et un seul de ses sommets autres que l’origine appartient au 
réseau (R), c’est celui dont les coordonnées sont 


BPO eae TE 


Si p=4q, le polyédre (P) est défini par les inégalités 
pp... > Oy, Py + Gy 0, RME 


Trois de ses sommets autres que l’origine appartiennent au réseau(R), 
à savoir : 


14:20; = oO, 0, 
I I 1 I 
=e PRE TU ele À 
2 2 2 

1 I I 
are We eas, REX => 
2 2 2 2 


129. L'espace simplement connexe &, pour p>q. — Si p est plus 


grand que g, à un point de &, correspondent deux points distincts 


de &,. Définissons une variété plane à g —1 dimensions par un système 
de coordonnées pluckériennes x,,.., assujetties à la relation 


2 as 
DEA dg = I. 


Toute transformation de G, appliquée à un tel système de quantités, 
donne encore un système de quantités analogues. Or, à une variété 
plane donnée correspondent deux systèmes de coordonnées Linge 
Nous dirons que chacun d'eux définit une variété plane orientée. 
L'espace &, est donc celui des variétés planes orientées à q— 1 dimen- 
sions, qui forment ainsi un ensemble simplement connexe, 


4 | 


Li. tit Old En à) 
L ‘ 


TUTO lt 
ey 


FAVS See ene 


3 
1 
4 
: 
x 


D) Veiner dE LOT à A: nr na 
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130. Le groupe d’isométrie de &, et le groupe de connexion de 6, 
pourp >q. — Le groupe d’isométrie de &, contient (n°68 y y = 2 familles 
distinctes, à moins que p et q ne soient pairs tous les deux, auquel cas 
il en contient 4. Quant au groupe d'isométrie de G,, il contient une 
seule famille continue (v=1) si pet g sont de parités différentes; il 
contient deux familles (v= 2) si p et g sont de même parité. 

_ Le groupe de connexion de &, est d'ordre 2; son opération non iden- 
tique est un vrai déplacement de &, si v=v, c’est-à-dire si p et g sont 
tous les deux impairs. Dans le cas contraire (l’un au moins des 
entiers Sp et g est pair), cette opération n’est pas un vrai déplacement 
de G,, Gy. 


131. L'espace simplement connexe &, pour p=q. — A tout point 


de &, correspondent quatre points distincts de &,. Par suite, l’espace &, 
est l’espace des variétés planes orientées à q — 1 dimensions. 


152 Le Bree oe tsomeétrie ae &, et le groupe de connexion de 6, 
pour p=q. — Il y a à distinguer suivant que g est impair ou pair. 


1° Sigest impair, on a y = 2, v= 4. Les quatre opérations du groupe 
de connexion appartiennent deux par deux à deux familles distinctes 


-du groupe d’isométrie de &, (qui en comprend quatre). Le HU de 


connexion est cyclique; il est engendré par l'opération 


Ly, Xa... by Ta, -%2q? 


moles 2g indices Gy, 2.65%, di, say. Cay forment une permutation 


paire. Cette opération n’est pas un vrai déplacement de &,, mais son 


carré 
Qe er TUE 
en est un. | 


‘Il existe, dans ce cas, trois formes de Klein Tene: les deux 


formes &, et &,, puis celle dont le groupe de connexion est le groupe 
cyclique d’ordre 2 engendré par I’ opération 


/ —— 3 
Ly, on Tai de 


der %q 
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= 4. Les quatre opé- 


Ses 


2° Sig est pair, on av-=2, = 8; le rapport 
rations du groupe de connexion appartiennent a. quatre distinctes des 
huit familles du groupe d’isométrie de &,. Le groupe de connexion 
n’est pas cyclique. En dehors des deux espaces &, et &,, il existe 
encore : 


a. Une forme dans laquelle on identifie les variétés planes orientées 
Be... et: TT La. dy 


_6. Une forme dans laquelle on identifie les variétés orientées 


Los. % et Lu tas Lag 9 


c, Une forme dans laquelle on identifie les variétés orientées 


x L2 
Las... et Fa Tauradagt 


Les deux dernières formes donnent, du reste, des espaces de 
Riemann identiques, bien que leurs développements sur l’espace &, 
soient différents. Les groupes d’isométrie des trois dernières formes 
contiennent quatre familles distinctes. | 


133. Les variétés euclidiennes Ki, et les géodésiques. — Elles sont ana- 
logues à celles qui se sont présentées pour les espaces à courbure 
negative. ‘ 

Les espaces du type (DIII). 


—_ 


134. Le groupe G étant le groupe linéaire d’une forme quadratique 
définie positive à 2/ variables 


Far) 29. +217, 
le sous-groupe g est celui qui laisse invariante la forme quadratique 
extérieure 
(6) P=fra]+{asx,]+.. + [air 


Si /est impair, l’une des opérations de la seconde famille du groupe 
adjoint mixte correspond à la substitution linéaire de déterminant — 1 


PO cg a ins LEP à ! press 
Li = Ty, Lola, st X54 = — Li, Ly) ar; 


à 
, (Un 
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déterminant 2 SN 


FT ASS ap Lips Da, Pr By Pat.» + Eat Pal Lari 


RS = Dans cette translation, tous les points de. l’espace ont des vitesses 


_ variétés planes imaginaires conjuguées 


OE te ee HER NS aie =m+ ia, Seu tiasea, oa 


* “toire. de la translation infinitésimale considérée. 


qui laisse évidemment invariant le sous-groupe g. Par suite, les sous- 
groupes g” isomorphes de g forment un ensemble connexe. 
Si l'est pair, i n’en est RE de même. La substitution linéaire de 


FER ee : ie eee oS Late 
-æ te Cp la ES Loti = Pal) Toy Lol 


| transforme la forme ® dans la anes aga MALTE EPS 


2 


o'= [4.21] + [ee]: Cae (at ag [ne 


\ 


etl’ on ne peut pas passer de ® à d” par une Ch ue du groupe | 
| continu G, sinon les puissances /*™* symboliques seraient iden- 
tiques, alors qu’elles sont égales et opposées. Les sous-groupes g" 150- 
morphes de 8: ga donc, pour l parr, deux ensembles connexes, 
distincts. | 

~ Arrivons maintenant a la définition RE del’ espace &,. A 
la forme ® est associée une translation infinitésimale de l’espace 
elliptique. à 2l—1 dimensions, à savoir 


rh 


fe 


. égales et décrivent des droites qui vont toutes rencontrer les deux 


i 
‘ 
L 
ee 


Ty tr di res: on PES NE 


dont chacune est située tout entière sur l'absolu. Réciproquement 
> droite réelle 8 ‘appuyant sur ces deux variétés planes est unie 


3 nas a’ un ae de variétés ee a 1 1 ‘dimen- 


e ces Fr variétés, les ve ena i formes linéaires 4 
à LR eee La i s er als: 


PRED Oar ES PET UE GENS ARE SR HAN LS GA 
x PACS an” » vd? bog: où 


__* 
LA 
, 


LAS. 
tu 


ex 


os 
fa 


Lis 


CRE | 
fine 


456 EVANS FRS RE ere 
positive Sarah ARE tee PEN RES 
Pekan Le u=au); ih ER 


comme on sait, on £55 par une substitution linéaire à coefficients | 
complexes effectuée sur les variables US Yi réduire B, a a 


forme PES | Re NAT Le 
È F= pit x aa etn tener ot 
| ENG —: 


Il résulte + la que, par une substitution linéaire réelle: “effectuée “Sie 24 
sur les variables . DR et conservant la forme F, les équations TL 


des deux variétés. considérées sont réductibles : à la forme SCENE 
? NS NET ee 
Li Ay SH Dy + hie Stat (En =D, HAN TAUPE Er iz ce À 
Wy — by wy — 10, = +3 = al: — IL 0. SP ARE a CRIER 
| | eg 
Ces deux variétés sen SES une translation infinitésimale say 


a espace elliptique, invariante par un sous-groupe g” ‘isomorphe d “ 

Il résulte de ce qui précède que les translations forment un ensemble _ Me: 
connexe si / est impair; elles forment au contraire deux ensembles — bs 
connexes distincts si Z est pair. Nous dirons, dans ce dernier cas, gt 


qu’une translation est droite ou gauche suivant que le déterminant dés, oes 
coefficients des x; dans les formes P qui entrent dans les équations HE" ë ae 
; ral Meee a EE 
va Pb PP Poa. Sain Pano / Pe i ene ‘ca ae 
_ sont ne LA ie HAE RUES ne RER 
dig espace 6, est done, our iz impair, nes des one pour KE kar} 
of ee l Re des translations guet oe des EUR se eee “i 


135. Le rang et le pobyadre (P). Te “rang de d'espace &, est i are 


a i Lea pit, si Jost impair (n°70 er eee anes 


Si v est impair, les paraniplens angulaires à sont ve laforme 
nde! > ‘ ae re wets a 


¥ . ‘ ‘ > RU 
Fe x ee PAT A 2 * i ee 4 Ponty J & 
+ 291, + aot fe qi 1/2 a (iat ay CS ees DO ei? Front 


2 


fe respectivement d'ondes i509: Che 4. Le pole € ze est defini par Tes = 


i 4 


| ae 
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inégalités 


Aucun de ses sommets, autres que I’ origine, n'appartient au réseau (R). 
Par suite l'espace &, est simplement connexe; son groupe d’isométrie 
(groupe adjoint mixte) est composé de deux familles distinctes. 

7 Si l'est pair, les paramètres angulaires sont de la forme 


ane l 
PO ee mon edo [ise fate ars 


respectivement d’ordres 1 et 4. Le polyedre (P) est défini par les 
mêmes inégalités que ci-dessus; seulement le sommet 


appartient au réseau (R). Jl y a donc une forme simplementconnexe &, 
à côté de la forme non simplement connexe &,,. 


136. L'espace: simplement connexe 6, pour L | pair, — A tout point 
de &, correspondent deux points distincts de &,. Or un point de &, 
représente deux variétés planes à / — 1 dimensions imaginaires conju- 
guées génératrices de l'absolu. Par suite l’espace &, est l'espace des 
variétés planes al — 1 dimensions génératrices de l'absolu. On peut aussi 
dire que c’est l’espace des translations orientées. 


137. Le groupe d’isométrie de &, et le groupe de connexion de &,. — 
Le groupe d’isométrie de &, est formé de deux familles continues dis- 
5 Z 3 3 : PV bar 
tinctes (n° 73), tandis que celui de &, est continu; le rapport = étant 
égala 2, l'opération non oo du groupe de connexion de 6, 
n’est pas un vrai déplacement de &,. Pour l'obtenir, partons de la 


matrice © représentée par le sommet e = Lo =) du polyédre (P). 
& Peay fh 
On peut engendrer ©” par la transformation infinitésimale 
Y=- = (a aP5 La Pi LoP y+ LyPa tr: 


+ Lola poli — Lal— Pois ~~ Pala Pat Lai Pal) ; 
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elle s'écrit | MT 


+ 


' ! 


Wie med DS Bo Ps Re eee 


peser A ns 


; Pegs = rey ee 19 Paes = yy (3 ME LE AT ED = : C LE Mes: 
Bey. ee et elle transforme la forme RE CRT 7 HE 
i | [æ, ace eae Lea ré &a] 


dans la forme és PURE. As 
< 4 # —[z, Hy |-[2. wis . Re Beets x ae ‘ 


, à D SN ANS. DANONE MOUAE Sia 
ou encore la variété plane oe eee 
{3 ) 2 atlas tie Saut leu 1=0 


dans la variété imaginaire conjuguée. Boyt ae a a 
Pour obtenir la rotation R Te combinée. avec la 


À en tia, == es RE —1 <7 
mates ESP Se 2 Cor 2 LAS ; , Fa Er 
COL TRS ar Fou à La +12, =a (a jam) + 7 EE m are + DR ioe oe e 
" : ANT age ANT betes serres pitssrsents iersersee cernes PRE 
3 LT EE ES CR Ar er 
ras sha EL aa oe tte ET BANANE 
Ct eae 
. ee À 


ne PARLE 


| définie p par. cles ‘équations 


À, MERS 
Vus: Fr Sena ve 
ie TA cies ir 


| Ra Rd pa précédant 0 

menti { suivant que z st dub où “impair RE ea 
. ot déduit facilement de sind Ho Su 
Le) Pet + y + LE À 
438. "Renard _ + 4 on porte : son attentio on sur les 
4g ai Clifford ( (trajectoires des translations) 
_ variétés planes génératrices de pabaolay on 
elles forment deux en sembles cor 


ie 


= = un" 
* itt : 


ay Ce RÉ est ses Voir. par. ere 


projektive Benne mehrdimensionalen Paine ay 
RON Poe 


‘on 
Wiis ae SRE eye 
É , ven - by 
— A a 
EE 
d x 
Le 
1 uh 
rah 
. 
my 
~ . 
x h … 
” 
as 
ny i 
# > 
; * 


\ 


D fu SRS ee EP VE PE DE PE ER M es’ * 


CRT Lei RS él" de sd 
si les à did FA 


lads éd hit ur 6) 


vit 


Ma fe à ray We eee A) 
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chacun de ces ensembles est simplement connexe; deux congruences 
de Clifford opposées, ou deux variétés génératrices imaginaires conju- 
guées, appartiennent à des ensembles he Si Lest pair, chacun 
des ensembles est aussi simplement connexe, mais deux congruences 
de Clifford opposées, ou deux variétés génératrices apices conju- 
guées, appartiennent au même ensemble. 


Le cas des types (D) de rang 4. 


159. Nous avons supposé implicitement, Hans tout ce qui concerne 


_les espaces des types (DI), (DIT) ou (DHL), que le rang / du groupe 
était différent de 4. Si {= 4, le groupe adjoint mixte contient en effet 


6 familles distinctes et non 2. Les nouvelles transformations du. 
groupe adjoint mixte font correspondre à un point de l’espace ellip- 
tique à 27 — r= 7 dimensions un parallélisme droit ou un parallélisme 
gauche ('). À 
Sinous pEorns d’abord les espaces du type (DIT), les sous-groupes g 
isomorphes de g forment trois ensembles connexes distincts : celui 
des ER nes qui laissent invariant un point, celui des sous- 
groupes qui laissent invariant un parallélisme droit et celui des sous- 
groupes qui laissent invariant un parallélisme gauche. | 
Si nous prenons maintenant le type (DI), avec p=6, q=2, le 
groupe g laisse invariante une droite fixe; il lui correspond, par les 
quatre nouvelles familles de transformations du groupe adjoint mixte, 


les sous-groupes qui laissent invariante une congruence de Clifford 


droite et ceux qui laissent inyariante une congruence de Clifford 
gauche (type DIII). Les deux types (DI) (p=6, g=2) et (DIL) 
donnent donc en réalité les mémes espaces de Riemann, mais obtenus 
avec trois choix D een distincts de l’élément générateur de 


l’espace. 


Le type (DI) avec p=5, g=3 donnera aussi trois espaces de 
Riemann égaux, mais provenant de trois choix distincts de l'élément 
générateur de l’espace. | 
D DS Sn © Di a à Be CA oes 


(4). E,. Caran and J. A. Scuovren, On Riemannian Geometries admitting an 
Bega re (Proc. Akad. Amsterdam, t. 29, 1926, p. 11-13), 
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_ 


Quant au type (DI) avec p = q = 4, il ne donne qu'un seul espace 
de Riemann (avec quatre formes de Klein différentes). Le groupe 


d'isométrie de &, se confond avec le groupe adjoint mixte et contient — 


6 familles continues distinctes: celui de &, en contient 24 (n° 68); 
les autres formes de Klein donnent des re d'isométrié formés 
de 12 familles distinctes. 


En résumé, il correspond au type (D) de rang 4 quatre ds? ie 
mais fournis par dix choix essentiellement différents de l'élément | 


générateur de l’espace. 


Les espaces du type (CI). 5 


140. Définition géométrique. — Ona 


n=l(l-+1), salt 


On peut prendre pour 6 le groupe linéaire siuplement connexe ed une — 


gi quadratique extérieure | | = 
F= [a or} + [25 X,) +e. +[euru) 
et d'une forme d'Hermite 


© = TL; Li + Tete es + Lal Lol: 1 


Le sous-groupe g est par exemple celui qui laisse invariante, dans _ 
l’espace projectif complexe à 2/—1 dimensions, la variété plane à 


l— 1 dimensions © PA ME - 


(8) (ane. Soyo, 


qui appartient au complexe linéaire F =o; il laisse aussi invariante | 
la variété polaire par rapport à à la forme d’Hermite ®, qui appartient 


aussi au complexe, à savoir 
D NT eae Semin 


Le groupe adjoint du type (C) étant continu, les sous- groupes g g' 


isomorphes de g forment un ensemble connexe. L'espace &, est donc 
l’espace des dt de variétés planes à | — 1 dimensions arpa tenant au 
complexe F =o et polaires Pune de loue par rapport à la forme | 


d’Hermite ®. 


i 
oo 


: 


Bei aL 


a ve 
‘ne 


me 
+ 


ie ate de 


On jit 


4 


ee MTS ae ee ee, Lo, ee Oe Dee 
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Toute variété du complexe voisine de la variété (8) aura ses équa- 
tions de la forme 


La = > Bap Lg! CHER, dy): 


où les coefficients 48 sont symétriques et où «, p désignent des 
nombres impairs, «’, p’ les nombres pairs qui les suivent RARIERRIRIE 
ment. La variété palais de la précédente est 


ty +> AapTp—0O. 
: ig 


141. Le rang et le polyèdre (P). — Le rang de l’espace est / (n° 79); 
les paramètres angulaires d’une transformation Y sont de la forme 


= 20;, =o; 0; AS Feces PE DE MLD 


Le polyèdre (P) est défini par les inégalités 


>, > Dr. . >= Of 0: 


Il contient, en dehors de l’origine, un sommet et un seul appartenant 


, x : Dok I 
au réseau (R), a savoir (4 myers 2) 
om DD, 2 


142. L'espace simplement connexe &,. — D’après ce qui précède, 
l’espace &, est l’espace des variétés planes à l— 1 dimensions apparte- | 
nant au complexe; ces variétés forment donc un ensemble simplement 
connexe. 


143. Le groupé d'isométrie de G, et le groupe de connexion de &,. — 
Le groupe d’isométrie de &, est continu (y=1), tandis que celui 
de &, contient » = 2 familles continues distinctes (n° 81). L'opération 
non identique du groupe de connexion de &, n’est donc pas un vrai 
déplacement de & Pour l'obtenir, déterminons une des transforma- 


3 ; ; ; | et t\: 
tions ©? dont le carré © soit représenté par le sommet ( Paco 3) 
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du polyèdre (P). On peut la définir par la transformation infinitésimale 


TH 4 
= (LiPe— Lap, + £3 P,—L,p3r.-- + Las Pal — Lr Prl-s ) ; 


elle s'écrit donc 


! 


Là 1 Loris i 
Bont RS, L,=— x}, PaCS Lo jy = sls Lj = — Lol 5 


elle transforme la variété plane 


Deas ee Bel eee 
dans la variété polaire par rapport a ® 
Lady =. y oO. 
En combinant la rotation R qui consiste à remplacer les para- 


mètres a, parles paramètres conjugués x35 avec la transvection @?, on 
obtient l’opération cherchée du groupe de connexion qui transforme 
chaque variété plane du complexe en sa polaire par rapport à ®. 

~ On constate facilement que l’espace 6, est orientable ou non sui- 
(id +1) 


vant que — 


est pair ou impair. 


144, Les variétés euclidiennes K, et les géodésiques. — On aura une 
variété euclidienne E, en prenant le lieu des variétés planes — 
x, cos, — x, sin§,=0, x, cos 6, — @, sin§,—=0, 
: Lol cos 6; — dy sin = 0 
son ds? est 
ds*= d92 + d62 +... + dé}. 
Toute géodésique est congruente au lieu des variétés planes obte- 
nues en faisant 9, = a,s,les constantes a, satisfaisant à la relation 


aj+aj+...+aj=1. 


Les espaces du type (CII). 


145. Définition géométrique, — Le groupe G étant le même, on a 


n=4pq, s= p(2p+1)+9(2¢g+1), 


HE 


— 
, 
2 
% 


on devra avoir 
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avec 5 
p+gæ=li, 
Nous supposerons p2q. | 

Le sous-groupe g est par exemple celui qui laisse invariante la 
variété plane à 2g — 1 dimensions 


e 


(9) = Page a hyp — 0} 


# 


ainsi que la variété polaire de la précédente à la fois par rapport au 
complexe linéaire F = o et par rapport à la forme d’Hermite © 


Lap+4 —» , >= Lop+oq = QO. 


L’espace &, est done celui des couples de variétés planes à 2q — 1 et 
2p—1 dimensions polaires l’une del autre à la fois par rapport au com- 


pleæe linéaire et par rapport à la forme d’ Hermite. 


Si p> 4, on peut le définir aussi sans ambiguité comme l'espace 
des variétés planes à 29 —1 dimensions admettant même variété 
polaire par rapport aux deux formes F et ®. 

Si l’on représente une variété plane voisine de la variété (9) par 


les équations 
\=27 | ‘ 
Ta >) Aan Xapsr | (a=Fr,2,.,2p), 
À=1 x : 


Zing =(—1)*Pay py 


en désignant par a! le nombre «+1 si % a est impair et x — 1 si x est 


pair. 


146. Le rang À et le polyèdre (P). — Le rang de l’espace À est égal À 
àg(n° 84), etles paramètres angulaires d’une transformation Y sont de 
la forme | 


He 2 91, oo 9}, +; (CE JSST Py eG) 


Le polyédre (P) est défini par les inégalités 


=> o>. > Gy > 
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| 3 | FAR 2 
Si p > q, aucun de ses sommets autres que l’origine n'appartient au 3 
réseau (R); l'espace &, est simplement connexe; son groupe d’iso- a) 
. , | 4 J a Re 
métrie est continu. HS ; ra a 
I I ot nn 
Si p=q, le sommet (> AE >) appartient au réseau CR): RME; a 
existe une forme simplement connexe 6, distincte de &,. — | LME 
a 
\ | ie — rr + Ba 
147. L'espace simplement connexe &, pour p = q. — C’est évidem- 4 
ment l’espace des variétés planes à 2g —1 dimensions admettant +000 
même variété polaire par rapport aux deux formes F et ®. — ETIENNE 
‘ oy . = | fF de Fe à 
148. Le groupe d "1sométrie de &, et le groupe de connexion de &, pour Por - 
p = q.— Le groupe d’ isométrie de &, contient (n° 86) deux familles DE: 
a dues distinctes, tandis que celui de &, est continu. Le groupe de . 
connexion de &,, d’ordre 2, admet une opération génératrice n’appar- _ 8 
3 € <= k +: a | ESS 
nant pas au groupe continu des HART de &,. Pour l'obtenir 6 
calculons une des transformations @? dont le carré © est représenté <a 
7% 
I ey 
par le sommet (2 ET >) du polyedre (P). On peut la supposer as 
engendrée par la transformation infinitésimale | ne 
LT 
Gop a“ Lo & + a 
T a P LE & 
Fe > (La P2q+x — Log+aPa); a 
: et | É = ae 
elle s’écrit donc MÉHAST a 
1 5 D TER Berta s Loqra = — La} Ne 
| : a 
Q » # + - « naar i: 
on voit qu'elle transforme la variété plane en sa polaire par rapport Er: 
au complexe linéaire. La rotation R qui, combinée avec la transvec- 115 
1 f 5 . ted ‘ MAES : a 
tion 0’, donne l'opération génératrice du groupe de connexion de &,, est oo Pe it 
celle qui remplace chaque coefficient agg par gq, Où (— 1)**P agg eee: ae 
On constate facilement que l’espace &, est orientable ou non sui- gy 
vant que q est pair ou impair. hee ets: OR 
“a. Les variétés euclidiennes E, et les géodésiques, — On aura une 1e 
: , x à i z uit 
mers 
ree 4 


7. s 


TNT 


A 


"= 
' rol < 


Ae a aa 5 Le 
W 7 \ 
i \ 


Ny oL Se eT ee TN dé DS dE SR, pa at EVA OA 
ÿ À (pe 4 v* à i ay \ 
L ~ . ; 4 # 
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variété euclidienne E, en prenant le lieu des variétés planes 


Ti -cos6,—2.p,; sind, —0, BH, COSO, — Lipya Sin 0, =0, 
Hy COS0 — Lapys sinf,=0, Ty COSO — Lapyy Sin 02 = 0, 

Re 0 Mer, TNA ; Pertes esseeeesesssesses : 
Lag—a COS Ig — Lapseq-4 sin 8,0, Haq COS A, — Lep+oy8inGg=0, 
Ces peel er = ay — 0}, Ye 


son ds? est 
ds? = d0? + dé; +. , = 407. 


Toute géodésique sera congruente à une de celles qu’on obtiendra 
en faisant 0,— 4,5, avec 


Gi Gy a ite 


150. L'espace à 4p dimensions de rang 1. — Si l’on fait g =1, on 
obtient un espace simplement connexe à 4p dimensions dont le rang 
est 1. Si l’on prend pour point origine celui qui représente la variété — 
plane (droite) complexe A 


x, =a a - = Lip —O, 
toute géodésique issue de ce point est fermée et partagée en deux par- 
ties égales par sa variété antipodique. Un des points de cette variété 


antipodique représente la droite 


Ly p44 = Lop+o = Ty: = Lyp— 0. 


La variété antipodique est donc le lieu des droites A situées dans la 


variété plane polaire de A par rapport au complexe, à savoir 


Lops = Lap+.— 0. 


! Elle est an — 4 dimensions (réelles). 


On le voit autrement en remarquant que les paramètres angulaires 


_ d’une transformation Y sont de la forme 


22.9. oe 


multiples d’ordres 3 et 2p —2. Le sommet 9 = =. qui correspond à 


un point de la variété antipodique de l’origine, a donc trois couples de 
: _ Ann. Éc. Norm., (3), XLIV. — DÉGEMBRE 1927. 59 
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paramètres angulaires entiers; par suite la variété antipodique est à 


n—\—3=n-1{ Pena 3 Pigs: 
dimensions. 
Par deux points quelconques de &, il passe une géodésique et une 


seule, exception faite si le second est sur la variété antipodique du pre- — 


mier, auquel cas il passe par les deux points 2° ‘ eéodésiques. Dans le 


cas des deux points précédemment considérés, ces BONES sont 


données par les équations 


Li, + (at + PNR) tangs STE EL ire ere — Ba ) tangs = 0) 


PER. Pipe, 
où a et b sont deux paramètres complexes liés par la relation 


aa + bb —1 


Les es des types cette 
154. D'après les indications données au n° 100, on voit facilement 
qu'il n’existe plusieurs formes de Klein que pour les types (El), (EIV), 
(EV) et (EVII). Pour les deux premiers types, le groupe de connexion 


de &, est d'ordre 3; pour les deux derniers, il est d'ordre 2,1’ re 


génératrice n’étant pas un vrai déplacement de Eu. 
Un seul des espaces exceptionnels est de rang 1 (type FIL); toutes 
ses géodésiques sont fermées; les géodésiques i issues d’un point sont 


partagées en deux fetes égales par la variété antipodique de ce 


point, quiestan-—8=8 dimensions; pat un point donné et un point 


pris sur sa variété antipodique, il passe 207 one 


152. On peut remarquer que parmi les espaces 6a courbure posi- 


tive, les seuls qui jouissent de la propriété que par deux points il 
passe une géodésique et une seule, et cela sans exception, sont les 


espaces elliptiques (à courbure MAIS, ils ne sont pas simplement 
connexes. 


Les seuls espaces & à courbure positive jouissant de la propriété. 


que par deux points il passe en général une seule géodésique, sont les 


Sepates de rang 5 as appartiennent soit au type ee, Se ee her- 
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mitiens elliptiques), soit au type (BDI) (espaces a courbure constante), 
soit au type (CID), soit au type (FIL). 

Enfin nous avons constaté, chemin faisant, que toute géométrie de 
Klein, dont le groupe fondamental est un groupe simple unitaire, 
peut être de plusieurs manières rendue riemannienne (avec une 
courbure inaltérée par le transport parallèle) par un choix conve- 
nable de l'élément générateur de l’espace. Le nombre de choix pos- 
* sibles essentiellement distincts est égal en général au nombre de formes 
réelles non unitaires distinctes de la structure simple considérée. Il y a 
exception si le groupe est du type (D) de rang pair supérieur ou égal à 6, 
auquel cas il faut augmenter ce nombre d’une unité. Le cas du type (D) 
de rang 4 est tout à fait à part et a été examiné au n° 139; le cas des 
structures simples exceptionnelles est à réserver pour être étudié de 
plus près. 


a 


à bat : » 
Sig 
+. 
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